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THEORIE DES AXES RADICAUX 

Par M. A. Horel. 

[Suite et fln^ voir tome 2, pages 353.) 



XXXIX. Théorème. — Les cercles qui coupent sous le 
même angle trois cercles donnés ont le même axe radical. 

En effet, lorsque Ton considère trois cercles égaux, les 
cercles qui les coupent sous le même angle sont concen- 
triques, et nous avons démontré (32) que la figure inverse 
d'un système de cercles concentriques est un système de 
cercles ayant même axe radical. On connaît deux points de 
cette droite dans le cas général, le centre radical et le 
centre de l'un des cercles tangents. Par conséquent, le lieu 
des centres des cercles qui coupent trois cercles donnés 
sous des angles égaux, se compose de quatre droites qui sont 
les perpendiculaires abaissées du centre radical sur les 
quatre axes de similitude. 

On peut encore le démontrer de la façon suivante ; Tout 
cercle qui coupe deux cercles sous le même angle, ne 
change pas dans l'inversion de l'un des cercles dans l'autre. 
Donc il est orthogonal à l'un des cercles bissecteurs. Par 
conséquent, si un cercle coupe trois cercles sous le même 
angle, il est orthogonal aux trois cercles bissecteurs de ces 
cercles pris deux à deux, et il a pour centre un point de 
leur axe radical. 

XL. Théorème de Hart. — Les huit cercles tangents à 
trois cercles donnés sont y quatre par quatre y tangents aux six 
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cercles obterms par l'inversion de Fun éTeux, hrsqvs les deux 
autres cercles se transforment Pun dans Vautre. 

En effet, les quatre cercles tangents aux cercles i et 2 à 
la fois intérieurement ou extérieurement, ne changent pas 
lorsqu'on prend pour cercle d'inversion le cercle bissecteur 
des cercles i et 2, et le troisième se transforme en un 
cercle tangent à ces quatre cercles. 

XLI. Nous avons vu (19, 4®) que la longueur de la tan- 
gente commune à deux cercles était proportionnelle au 
sinus ou au cosinus du demi-angle de ces deux cercles. 
C'est pour cela que certains géomètres, et en particulier 
M. Gasey, ont considéré la tangente commune de deux eer- 
clés au lieu de l'angle que font ces deux cercles. Cette 
considération a permis à ce géomètre de trouver la condition 
que doivent remplir quatre cercles pour être tangents à un 
cinquième cercle. 

La comparaison de la valeur qui donne l'angle de deux 
cercles (10) avec la longueur qui donne le carré de la tan- 
gente commune (19, 4®), nous montre que, puisque les 
angles, réels ou imaginaires, de deux cercles, se conservent 
dans l'inversion, si Von considère deux cercles quelconques et 
leurs inverses, le rapport de la tangente commune à la moyenne 
géométrique du rayon est le m4me pour les deux couples. 

XLII. Cela posé, considérons quatre cercles tangents à un 
même cercle, et prenons pour pôle d'inversion un point de 
ce dernier cercle. La figure se transformera alors en un sys- 
tème de quatre cercles tangents à une droite, inverse du 
cinquième cercle. Appelons a, 6, c, d les points de contact, 
sur cette droite, des cercles dont les rayons sont pj, p2, p3, p^. 
On aura pour les quatre points a, 6, c, d situés sur une 
droite {Voir Desboves, Quest. de géom., 2® édit., page 28): 

ab . cd -{- ad . bc = ac . bd. 

En mettant les doubles signes, pour tenir compte des cas 
où les tangentes communes peuvent être d'espèces diffé- 
rentes, faisant passer tout dans le premier membre et divi- 
sant par 
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il vient 

ab cd ad bc . ac bd 



^PlP. * Vpi^ "" ^& ' ^P2P8 v/pIpT * \^ 

En appliquant le théorème précédent, on aura, lorsque 

quatre cercles sont tangents à un même cinquième cercle, 

la relation suivante : 

AB CD AD BG AG BD 

±-=r.-7==0. 



y/r^r^ yfr^ yr\î\ ^r^r^ "^ViV^ yfr^ 
Gesi dans cette formule que consiste le théorème de 
M. Gasey. On peut supprimer les dénominateurs, et on a 
alors une relation entre les longueurs des tangentes 
communes des cercles pris deux à deux d'un système de 
quatre cercles tangents à un cinquième cercle. 

XLIII. Théorème. — IjC rapport des distances circulaires 
d'un point à deux cercles ne change pas par l'inversion. 

En effet, si par ce point et les deux points d'intersection 
des cercles donnés on fait passer un cercle, on sait (16) que 
le rapport des distances circulaires du point aux deux 
cercles est le rapport des sinus des angles que fait ce cercle 
avec les deux cercles donnés. Or, par l'inversion, les angles 
des cercles ne changent pas. Donc les trois cercles se 
transformeront en trois cercles passant par les mêmes points 
et comprenant entre eux les mêmes angles. Le rapport des 
distances angulaires d'un point de l'inverse du cercle 
auxiliaire aux inverses des deux autres cercles sera encore 
égal au rapport des sinus ; il sera donc le même que pré- 
cédemment. 

XLIV. Théorème. — La figure inverse d!une anallagrifut" 
tique est une anallagmatiqus. — Soit le pôle, M et M' deux 
points réciproques de la figure anallagmatique, eto le cercle 
de reproduction (c'est-à-dire le cercle par rapport auquel 
M et M' sont réciproques). Dans l'inversion, les deux 
points M et M' deviennent m et m. Mais tout cercle passant 
par les points M et M' coupe orthogonaJement le cercle de 
reproduction. Donc, le cercle quelconque MM' se transforme 
en un cercle mm' qui coupe orthogonalement l'inverse du 
cercle de reproduction. Donc les deux points quelconques 
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m et m sont toujours réciproques par rapport à l'inverse 
du cercle de reproduction. 

XLV. Soient deux cercles concentriques de rayons a et p ; 

il est facile de voir que le rayon d'un cercle tangent à ces 

.a S 

deux cercles est , et que la distance de son centre 

au centre des deux cercles est — — — . Si Ton a 



= sin - — , on pourra décrire un anneau de n cercles tan- 
n 

gents à ces deux cercles, chacun d'eux étant tangent au 
précédent et au suivant, et de plus, si le problème est pos- 
sible une foiS; il est possible d'une infinité de manières, en 
ce que l'on peut prendre le point de contact du premier 
cercle oîi l'on veut. M. H. M. Taylor, dans le Messenger of 
Mathematics (fév. 1878), a, par la méthode d'inversion, cher- 
ché à résoudre la même question pour deux cercles non 
concentriques, mais intérieurs, et nous allons donner ici 
sa solution de cette question, en la complétant par une 
construction géométrique. 
Considérons deux cercles concentriques de rayons a et p 

satisfaisant à la condition 
précédente et prenons la 
figure inverse par rapport 
à un point dont la dis- 
tance au centre commun est 
d. Soit [K le module d'in- 
version ; appelons a et 6 les 
rayons des cercles trans- 
formés, c la distance de 
leurs centres ; si l'on mène la ligne des centres, qui passe 
par le point o, on a 

d — a ' d — p ' 

a — 6 . TU 

avec — r-4: = sm — , 

a 4- g n 




I + sm — 

ou (S) -r- = = m. 

I — sin — 
n 

Supposons, ce qui est toujours possible, pi = i, et éli- 
minons entre ces cinq équations les quantités d, cf, ^^ x. 

Les équations (1) et (4), par addition et soustraction, 
donnent 

De même, des équations (2) et (3), on tire 

Retranchant membre à membre les équations (7) et (9), 

., . . d d 

il vient -r^ -j- — - = c. 

d^ _ a» d* — p« 

En substituant les valeurs tirées des équations (6) et (8), 

., . ^ abc 

il vient = -r-. 

a p d 

On en tire (10) c = (a — mb); 

<"> « = i (-v - »)■ 

Enfin, des équations (6), (8), (10), (11), on tire 



ab mb d' — a* 

'af ~ a ~ d« — p» 



= m^ 



c» — (a — m6)* 



c»m* — (a — mby 
En effectuant et divisant par a — 6m, qui n'est pas nul, 

me* = (a — bm) {am — 6). 
En remplaçant m par sa valeur, on trouve 

^1 — sin» -^y = (a — by — sin« — (a + b)*. 
T^' > • . ^ (fl — &)' — c' 

DOU Sin» = "7 j — rr; —. 

n (et + o)* — c* 
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Si donc le second membre est égal au carré du sinus d'un 
arc sous-multiple de w, le problème sera possible. 

On sait d'ailleurs que pour transformer deux cercles en 
cercles concentriques, on doit prendre pour pôle un des 
points limites du système des deux cercles. 

% JvK 

Si l'on remplace — par , on obtiendra la condition 

n n 

de l'existence den cercles tangents, entourant h fois le cercle 
intérieur des deux cercles donnés. Il est facile de remarquer 
que les centres de tous ces cercles sont sur une ellipse 
ayant pour foyers les centres des deux cercles donnés. Soit, 
en effet, y le rayon d'un cercle tangent extérieurement au 
petit cercle et intérieurement au grand. La distance de son 
centre au centre du grand cercle esta — y> ^^ distance au 
centre du petit cercle est 6 + y. La somme de ces deux 
rayons est constante, et égale à a -|- 6. 

Cherchons Une interprétation géométrique de cette condi- 
tion. On sait que, par l'inversion, les angles se conservent. 
Prenons une position particulière pour l'un des cercles tan- 
gents, le cas ou les points de contact sont sur la ligne des 
centres. Alors, si nous prenons la figure inverse, le pôle étant 
le point limite extérieur du système des deux cercles, nous 
aurons deux cercles concentriques, et un cercle tangent sur 
la ligne qui va du centre au pôle d'inversion. Le rayon qui 
passe par les centres, et par suite par le pôle, se transforme 
en lui-même ; le rayon tangent au cercle solution se trans- 
forme en un cercle tangent au cercle considéré, et passant 
parles points limites. On sait construire ce cercle, qui passe 
par deux points et est tangent à un cercle. Pour que le pro- 
blème soit possible, il faudra que l'angle que fait ce cercle 
avec sa corde soit une portion aliquote de la circonférence, 
ou si l'on veut, que la ligne qui joint les points limites soit 
le côté du polygone régulier de n côtés inscrit dans cette 
circonférence que l'on construit d'après les conditions 
précédentes. 
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NOTE SUR LE SECOND DEGRE 

par M. Kllssowiki, professeur au Prytanée militaire. 



Quand un problème conduit à une équation du second 
degré ou à une équation bicarrée, et que Tinconnue reconnue 
réelle est assujettie à être comprise entre certaines limites, 
on est souvent embarrassé soit pour le vérifier, soit surtout 
pour trouver simplement les conditions qui doivent exisler 
entre les paramètres pour qu'il en soit ainsi. 

La plupart du temps on écrit que l'inconnue, si c'est un 
sinus par exemple, est en valeur absolue <i; si c'est une 
corde de circonférence, qu'elle est <2 R, etc., et on a une 
inégalité à vérifier ou à résoudre. 

Les calculs sont longs, souvent le paramètre entre sous 
un radical qu'on est alors obligé de faire disparaître par 
l'élévation au carré, et comme cette opération n'est pas 
toujours permise, il faut poser des équations de condition 
qui compliquent encore la question. Je proposerai la mé- 
thode suivante : 

Principe. — Lorsque les racines d'un trinôme du second 
degré en x dont le coefficient du terme en x^ est positif sont 
réelles et inégales, toute valeur comprise entre les racines 
substituée à la place de la variable rend le trinôme négatif, 
toute valeur en dehors des racines le rend positif. 

La réciproque est vraie. 

Si la substitution d'un nombre à la place de x donne un 
résultat négatif, ce nombre est compris entre les racines; 
si elle donne un résultat positif, ce nombre est en dehors 
des racines. 

Supposons donc qu'un problème conduise à une équation 
du second degré, les racines de l'équation sont réelles ; mais 
l'inconnue doit être comprise entre a et 6. 

Je substitue a, je substitue 6. J'ai deux résultats de signe 
contraire; j'affirme alors qu'il y a une racine et une seule 
comprise entre a et 6. 
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J'obtiens deux résultats de même signe, il y a alors entre 
les deux nombres deux racines, ou il n'y en a pas. Pour 
distinguer ce qui se passe, je remonte à Téquation et les 
quantités représentant la somme des racines ou le produit 
me montreront toujours dans quel cas on se trouve. 

Remarque. — Si les racines de Téquation sont égales, la 
difficulté disparaît puisqu'il n'y a plus de radicaux. 

Exemples : 1** Déterminer sur le diamètre d'une sphère une 
longueur AI telle qu'en menant un plan perpendiculaire à ce 
diamètre, le volume du cône CED soit équivalent à m fois le 
volume de la calotte sphérique CAD. 
AI = 03 Eq. du problème 

ce* (m+i) — Rx (4 + 3m) + 4R* = o. 
Les racines sont toujours réelles ; on le vérifie facilement. 
X doit être compris entre o et 2R. 

o donne + 4^^*» 

2R donne — 2R*m 

donc il y a une racine et une seule comprise entre o et 2R. 

2^ Circonscrire à une sphère un cône tel que le rapport de la 
surface totale à la surface de la sphère soit égal à un nombre 
donné m. 

Prenons pour inconnue x, la hauteur du cône. 
Eq. x^ — 4Rmx + 8R'm = o. 

Les racines sont réelles si m > 2. 

Supposons cette condition remplie. Les deux racines sont 
positives et pour qu'elles conviennent il faut qu'elles 
soient > 2R. 

Je substitue o et 2R o donne + SR'^m, 

2R donne + 4R*wi ; 
donc les deux racines sont ou toutes deux < 2R ou toutes 
deux > 2R ; mais m > 2, la somme des racines est > 8R; 
il faut donc que les deux racines soient toutes deux > 2R. 
Les deux solutions conviennent donc. 

3® Étant donné un tronc de pHsme triangulaire droit, on de- 
mande de m^ner par l'une des arêtes un plan qui le partage en 
deux parties proportionnelles à deux nombres donnés p. q. 

{Ecole forestière 1869.) 



Eg.ac* 4" ^•'^' — 
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Vol AGIDEH _ p 
Vol ABGDEF "" p + g • 

m = a?, 

bq {a + b) + pc {a + G) 



P+ q 

Les deux racines sont réelles; une est positive, l'autre 
est négative. La positive doit être comprise entre b et c. Or, 
la substitution de 6 et de c donne des résultats de signe 
contraire, donc la racine positive convient toujours au pro- 
blème. 

4** Sin'ûc + sina? — ii = o; 

les racines sont réelles ; une est positive, Tautre est néga- 
tive. Elles doivent être en valeur absolue < i. 

donne — , 

1 donne — ; 

donc les deux racines sont comprises toutes deux entre o 
et I ou il n'y en a pas. Or, comme il y a une racine néga- 
tive, c'est qu'il n'y en a pas entre o et i. 
Même conclusion pour o et — i. 
Donc, l'équation n'admet aucune racine. 
5** Sin'iT — 3m sinx -\- m = o. 

Supposons d'abord m < o et posons m = — m'. 

Sin*a5 + 3m' sino? — m = o. 
Les deux racines sont réelles ; une est positive, l'autre 
est négative : o donne — m', 

I donne -f- i + ^m'; donc une racine entre o et i. 

o donne — , 
— I donne i — 4m'. 
Si donc I — 4m' est < o, il y aura une racine entre o et i ; 
si I — 4m' est < o, il n'y en aura pas, car il ne peut y 
en avoir deux. 

En résumé, si m est < o, il y a toujours une racine posi- 
tive, et la racine négative ne convient que si m >> . 

— 4 
Supposons m > o. 

Les racines seront réelles si m > — • Supposons cette 

- 9 
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condition remplie, les racines sont toujours positives; elles 
conviendront si elles sont comprises entre o et i. 

donne -}-> 

1 donne i — 2m. 

Si I — 2m est < o, c'est-à-dire si m > —, il y a une racine 

et une seule qui convient. Si m < — , il y en a deux ou 

pas, mais ily en a nécessairement deux, puisque le produit 

est m, c'est-à-dire < — et on sait que deux nombres > i 

2 

donneraient un produit > i. 

m 

I 41, 

— 00 o — — -j-°® 

I rac. 2 rac. rien 2 rac. i rac. 

Application. 

2Sin'^aî — (3m -f- sinx + 4m — 2=0. 
On suivra la même marche. 

Les racines seront réelles si 9m* — 26W '\- \^> o^ c'est- 
à-dire si m > 18 ou m < 8. 

1<> Supposons m > 18, les deux racines de Téquation sont 
positives; elles conviendront si elles sont comprises entre 
o et I. 

donne -f-> 

1 donne m — i, c'est-à-dire -[-. 

Les deux racines sont donc comprises entre o et i , ou elles 

55 
ne le sont pas. Or la somme est > — , donc les deux ra- 

2 

cines sont toutes deux > i . 

2« m < 8. 

Dans ce cas le produit des racines peut être négatif ou 
positif, suivant le signe de 4m — 2. 

Si 4m — 2 est > o, c'est-à-dire si m > —, les deux ra- 

2 

cines sont toutes deux positives : 

donne -[-, 

1 donne m — i . 
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Si m est < I il y a une racine, et une seule; si m est 
> I, il y en a deux ou aucune. Mais dans ce cas, le pro- 
duit des racines étant > i, il n'y en a pas. 

Supposons 4W — 2 < o, c'est-à-dire m < — ; une ra- 
cine est positive, l'autre est négative, 

donne — , 

1 m — I c. à d. — ; 

donc il y aurait deux racines ou aucune; mais comme nous 
savons qu'il ne peut y avoir qu'une racine positive, il n'y 
en a pas de positive. 

o donne — , 
— I 7W + i; 

si »i > , il y aura une racine comprise entre o et i. 

Si m < le raisonnement précédent montre qu'il 

n'y en a pas. 




nea i racine rien 



L'équation bicarrée se ramenant à une équation du second 
degré, la discussion est la même. 



NOTE DE GÉOMÉTRIE 



DE LA DIRECTRICE DE l'eLLIPSE ET DE l'hYPERBOLE 

par M. Malloizel. 



4^ Ellipse. — Proposons-nous de trouver le lieu suivant : 
Lieu géométrique. — F et Y sont les foyers d'une ellipse et 
F'D le cercle directeur décrit du foyer F' comme centre. Par le 
point F', On mène une sécante F'AB et par les points A et B de 
rencontre avec Vellipse et le cercle les tangentes à ces deux cour- 
bes ^ on demande de trouver le lieu géométrique du point de ren- 
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contre M de ces tangentes^ lorsque la sécante F'AB tourne autour 
du point F\ 

Menons FA et FM, les deux triangles ABM et FAM sont 

égaux comme ayant un angle 
égal compris entre deux côtés 
égaux : FAM = MAB puisque 
AM est la tangente, AM com- 
mun et FA = AB d'après la 
propriété connue du cercle 
directeur. On en déduit FM 
= MB. Le lieu du point M 
est donc le lieu des points 
d'où on peut mener à deux 
circonférences des tangentes 
égales. Tune d'elles est le 
cercle directeur et l'autre est 
réduite à son centre F. Ce lieu 
est une perpendiculaire à la 
ligne des centres EF' dont le 
pied E est distant du point 0, 

milieu de EF' d'une longueur OE = -^==7 = — = --,en dé- 

^ 2FF 4C c 

signant par 2a le grand axe de l'ellipse et par 2c la distance 

FF' des deux foyers. 

Cette droite s'appelle directrice de Vellipse correspondante 
au foyer F. 

Tous les points de l'ellipse jouissent de la propriété suivante 
par rapport au foyer et à la directrice correspondante. 

Théorème. — Le rapport des distances d'un point quelcon- 
que de Vellipse au foyer et à la directrice est constant et égal à 
c 

a 

Soit A un point de l'ellipse, AP la perpendiculaire abaissée 

AF 
sur la directrice; il faut démontrer que -7^=^ est constant . 

AP 

Menons BP et BF, les deux triangles ABP et BFF' sont sem- 
blables; en effet: les angles en A et F' sont égaux comme 
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correspondants, et Tangle en P est égal à FBF' comme étant 

tous deux égaux à Tangle AFB; P ^ AFB comme ayant la 

même mesure dans la circonférence décrite sur AM comme 

diamètre et FBF' = AFB comme angles du triangle isoscële 

ABF. 

Les deux triangles sont donc semblables et on a : 

AB FF 2C c . ._ _^ FA 

= = — , et comme AB == FA, 



AP 



F'B 



2a 



a 



a 



AP 

c. q« f. d. 



— Le rapport — s'appelle excentricité. 

Remarque. — Pour tout point A' intérieur à l'ellipse 

AF c 

< -^-, pour tout point extérieur à l'ellipse A", 



AF 
AF 

AT" 



a 



> 



c 
a 



1° Je dis que 



AF 
AT' 



< 



AF 



ou 



AF 



< 



AT' 



; car en 





T 


r 


\ 


K 


p 


/^\^ 


\ 


P* 


( 


"'\ 


B 




y 



AP ' '" AF " AP 

menant FK'KK" parallèle à la 

,. , . A'F A'K' , ., 

directrice . _, ^ ._ , et il 
AF AK 

A'K' A'F 
est évident que ^„ < 



3* 



< 



A'F 
A"P" 
A"P" 



< 



car 



AK 
AF 
AP ' 
A'F 



ou 



AP 
A"F 

AF 

A"K" 



AP ' AF 

et il est évident que 
A'F' 



AK 

A"K 



ttXT't 



AK 



> 



AP 



On en déduit cette définition nouvelle de l'ellipse : 

L'ellipse est le lieu des points dont le rapport des distances 

à un point fixe et à une droite est constant et plus petit que 

Vunité. 
— L'ellipse a une seconde directrice correspondante au 
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foyer F'. Elle est symétrique de la première par rapport au 
centre. 

Construction des directrices : 

Décrivons un cercle sur le grand axe comme diamètre, et 

menons la perpendiculaire à cet 

axe au foyer F. Elle coupe le 

cercle au point K et la tangente 

en K coupe Taxe au pied de la 

OK* 
directrice ; en effet OE = ■ 




Remarque. — On déduit faci- 
lement du premier problème, en 
remarquant que Tangle AFM 
est droit, le théorème suivant : 

Théorème. — Si d'un point M de la directrice d'une ellipse 
on mène des tangentes à la courbe, la ligne qui joint les points 
de contact passe par le foyer correspondant et est perpendiculaire 
à la ligne qui joint le foyer au point M. 

2** Hyperbole. — Tout ce que nous avons dit sur l'el- 
lipse s'applique à Thyperbole qui a deux directrices com- 

prises entre le centre et les sommets, car < a, puisque 

a < c. Et on peut définir l'hyperbole : le lieu des points dont 

le rapport des distances à un point fixe et à une droite est 

constant et plus grand que i . 

c 
L'excentricité — est plus grande que l'unité. 

3^ Parabole. — On connaît la définition de la parabole, 
l'excentricité = i. 

— On peut donc donner des trois sections coniques la 
définition commune suivante ; 

Le lieu des points dont le l'apport des distances à un point et 
à une droite est constant est une ellipse, une parabole ou une 
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hyperbole, suivant que le rapport est plus petit que Vunité, égal 
à Vunité ou plus grand que l'unité. 

Le point fixe est un foyer et la droite fixe la directrice 
correspondante. 



f r 



PROPRIETES DES NOMBRES 

par Geori^es Dostor. 



1. Prenons une progression arithmétique quelconque 

-f- a . 6 . c . d . . . , 
que nous supposerons croissante et à termes entiers ; et soit 
r la raison de cette progression. 

Cherchons s'il est possible d*y déterminer n termes con- 
sécutifs, dont la somme S soit égale à une puissance 
entière n« du nombre n. 

Si X est le premier de ces' n termes, le dernier de ces 

termes sera x -\- (n -^ i)r, et Ton aura 

^ 2a; + (n — i)r 
S = — ^^ ~ — . n 

2 

pour la somme des n termes. 

Nous devons ainsi avoir l'égalité 

2X 4- (n — i)r 
1—^ i— . n = n^ , 

2 

d'où nous tirons 

(1) X = n^-^ ^ ^r 

^ ^ 2 

pour la valeur du premier de nos n termes. 

Deux cas sont à considérer, suivant que la raison r est 
un nombre pair ou un nombre impair. 

2. Premier cas. Si la raison r est paire et égale à 2g, le 
problème sera toujours possible; le premier de nos n termes 
sera ce = n«-" ^ — (n — i)q, 

et j/ = n«— ^ -f" (^ — 0? 

JOURNAL DE KATH. 1879. 2 



— 18 — 

sera le dernier de ces termes. La somme S des n termes 
aura pour valeur 

n»-'« — (n — i) q -\- n^^- ^ -\- {n — i) q 



2 

2n« - ^ . n 



== n'» . 



2 

Nous en concluons que 

Théorème I. — Dans toute progression arithmétique à 
termes entiers^ dont la raison est paire, on peut toujours trouver 
n term^ consécutif Sy dont la somme soit égale à une puissance 
entière donnée de n {le nombre entier n étant quelconque). 

Les termes extrêmes de cette suite de n termes seront 

r r 

Tja- 1 — (^ — ij — et n*- ^ + (n — i) — , 

2 2 

où r désigne la raison paire de la progression. 

3. Supposons que notre progression soit formée par la 
suite I, 3, 5, 7, 9, . . . 

des nombres impairs. Les termes extrêmes des n termes 
en question seront 

n*^-- ^ -^ n '\' I etn<*-^ +n — i, 
attendu que r = 2. Donc 

Théorème II. — Une puissance entière quelconque n» , 
d'un nombre entier quelconque n, est toujours égale à la somme 
de n nombres impairs consécutifs, 

4. Nous voyons ainsi que le cube d'un nombre entier n, 
est égal à la somme des n nombres impairs consécutifs 

71» — n -j- I, n^ — n + 3, n* — n -|- 5,. .. n* + n — i. 
Si nous donnons à n successivement les valeurs entières 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7,. . ., 
nous obtiendrons les égalités 

i« = I, 

2» = 3 + 5, 

3» = 7 + 9 + II» 

48 = i3 -[- i5 + 17 -f- 19, etc. Donc 

Théorème III. — Si Von prend la suite des nombres im- 
pairs I, 3, 5, 7, . . .y et qu'on la sépare en groupes y dont le 
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premier ait un terme, le second deux termes, . . , Ze n°*« groupe 
n termes ; la somm^ des termes â!un mêm^ groupe est égale au 
cube du nombre des termes que renferme ce groupe, 

5. Deuxième cas. Si la 'raison r est impaire, Tinspection 
de la valeur (1) fait voir que le problème ne sera possible 
que pour les valeurs impaires 2p + i de n. Le premier (1) 
de nos n termes sera alors 

ce = (2p -{- i) « -^ — pr, 

et y = (2p + i) « + ^ + P^ 

sera le dernier de ces termes. On voit donc que 

Théorème IV. — Dans toute progression arithmétique 
dont la raison est impaire, on peut toujours trouver un nombre 
impair n = 2p + i de termes consécutifs, dont la somme soit 
égale à une puissance entière donnée de n. 

6. Si notre progression est formée par la suite des nom- 
bres naturels 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, . . 

nous aurons r = i et les termes extrêmes de notre groupe 
de w = 2/) + I termes seront 

(2p + i) ^ " ^ — i> et (2p + 1) « - ^ -|-P* 
Faisons a = 2 et donnons à p successivement les valeurs 

o, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . , 
nous obtiendrons les développements 



i»= I, 



3» = 2 + 3 + 4, 
5«= 3+4 + 5 + 6+7, 
7« = 4+5+6-1-7 + 8 + 9 + 10, etc. 
Si nous faisons a = 3, et que nous donnions à p les mê- 
mes valeurs successives, nous trouverons que 
I» = I, 

3» := 8 + 9+10, 

5' = 23 + 24 + 25 + 26 + 27, 

7' = 46 + 47 + 48 + 49 + 50 + 51 +52, etc. 

REMARQUE SUR LA NOTE PRÉCÉDENTE. 

Nous croyons devoir compléter la note qui précède en 
signalant les résultats intéressants communiqués en 18SS 
par M. Wheatstone à la Société Royale de Londres, 
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Dans cette communication, Tauteur a démontré que Ton 
peut, par l'addition de n termes consécutifs d'une progres- 
sion arithmétique, reproduire de diverses façons la même 
puissance a du nombre n. — Nous indiquerons simplement 
les résultats suivants : 

1® Chaque carré w* pourra s'obtenir en faisant la somme 
des n premiers nombres impairs, résultat connu et signalé 
plus haut. 

^ Chaque carré n* peut s'obtenir en faisant la somme de 
n termes d'une progression arithmétique commençant par 

71 ~l-* I 

— -i— et ayant pour raison l'unité. — On en déduit, comme 

il est démontré plus haut, que le carré de tout nombre 
impair est la somme d'autant de nombres entiers consécu- 
tifs qu'il y a d'unités dans sa racine. 

S^ Le cube de n s'obtient en faisant la somme de n termes 
d'une progression arithmétique commençant par l'unité et 
ayant pour raison 2 {n -\- i). 

4° Le cube de n s'obtient en faisant la somme de n termes 
d'une progression arithmétique commençant par n et ayant 
pour raison 2 n. 

5® On obtient aussi le cube de n en faisant la somme de 
n premiers termes d'une progression arithmétique commen- 
çant par n* — n -|- i et ayant 2 pour raison. 

&^ On peut encore ajouter les n premiers termes d'une pro- 

gression arithmétique dont le premier terme est ' 

et la raison n. Chacun des termes de cette progression est 
lui-même la somme de n termes d'une progression arithmé- 
tique. 

7° On aura le cube de n en faisant la] somme des n pre- 
miers termes d'une progression arithmétique dont le premier 
terme est (n — 2)* et la raison 8. 

Pour les puissances supérieures à 3, nous nous bornerons 
à l'exemple suivant : 

Toute puissance ¥ est la somme des n premiers termes 
d'une progression arithmétique dont le premier terrne est n*, 
et la raison 2n*. 
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L'énoncé du 5® cas nous amène à démontrer simplement 
que : La somme des cubes des n premiers nombres est égale au 
carré de la somme des n premiers nombres. Car, si Ton prend 
la suite des nombres impairs 

I, 3, 5, 7, 9, II, i3, i5, 17, 19. . . . 
que Ton sépare le premier, les deux suivants, les trois qui 
viennent après, et ainsi de suite, le premier terme du 

n® groupe en aura avant lui un nombre marqué parn^ ; 

Ai 

donc sa valeur sera n^ — n + i . Dans la somme des termes 
compris dans ce groupe sera n*. Il en résulte que la somme 
des n premiers groupes sera la somme des termes de la pro- 
gression -r I, 3, 5, 7, (n* +^"^ 0- 

Mais on sait que la somme des p premiers nombres im- 
pairs est égale au carré de p, et comme le nombre des termes 
sera égal à la somme des nombres naturels de 1 à n, d'a- 
près la manière dont est formé chaque groupe, on voit 
bien que la somme des n premiers cubes est égale au carré 

de la somme des n premiers nombres. 

A. M. 



NOTE SUR UN PROBLÈME CLASSIQUE 

Par Emile I/emolne, ancien élève de l'École polytechnique. 



Dans presque tous les traités de géométrie que les élèves 
ont entre les mains, se trouve comme application des théo- 
rèmes du troisième livre le problème suivant : 

Construire une circonférence passant par deux points donnés 
Ket B et tangente à une droite donnée. 

Je crois qu'on n'a pas remarqué la solution que je vais 
indiquer ici et qui n'exige que l'emploi de théorèmes du 
second livre. Supposons le problème résolu : 

Soit X le point de contact; soit M le point d'intersection 
de AB avec la tangente donnée; soit B' le symétrique de 
B par rapport à MX, menons AX, BX, B'X. 
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On a : 
AXB' = AXM + MXB' 

= AXM + MXB = AXM + XAM = i8o — XMA. 

Le point X s'obtien- 
dra donc en décrivant 
sur AB' un segment ca- 
pable de i8o — XMA. 
Cette construction 
s'est présentée comme 
cas particulier du pro- 
blème suivant : 
Construire une cir- 
conférence passant par deux points A et B et coupant une 
droite donnée MX sous un angle donné o). Nous indiquerons 
seulement la construction à effectuer, laissant aux élèves le 
soin de la démonstration : soit B' le symétrique de B par 
rapport à MX. Appelons X un des points d'intersection 
de la circonférence cherchée avec la droite MX; 

On décrit sur AB' un segment capable de la différence entre 
(0 et V angle que la droite AB fait avec MX; ce segment capable 
coupe la droite MX au point X. 




NOTE DE GEOMETRIE 



La circonférence est la limite vers laquelle tend le périmètre 
d'un polygone régulier inscrit ou d'un polygone régulier circons- 
crit dont on double indéfiniment le nombre de côtés. 

Pour démontrer ce théorème, je remarque d'abord que, si 
je prends deux polygones réguliers semblables, l'un inscrit, 
l'autre circonscrit à la même circonférence, cette courbe est 
comprise entre les périmètres de ces deux polygones. De 
plus, lorsque l'on double indéfiniment le nombre des côtés, 
le périmètre du polygone inscrit va en augmentant, tandis 
que le périmètre du polygone circonscrit va en diminuant. 
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Cela posé, je dis que les périmètres de ces deux polygones 
semblables ont un rapport qui tend vers Tunité, et par suite, 
puisqu'ils comprennent entre eux la circonférence, ils ten- 
dent l'un et l'autre vers cette courbe. 

En effet, en appelant R et r le rayon et l'apothëme du 
polygone régulier inscrit, P et p les périmètres des deux 
polygones semblables, l'un circonscrit, l'autre inscrit, on a 

P _ R 
p r ' 

Soient P', p' les nouveaux périmètres, r le nouvel apo- 

thème, on a encore — r- = — r- . 

p r 

Je dis que la différence R — r est moindre que R — r, 

et qu'elle tend vers zéro lorsque l'on double indéfiniment le 

nombre des côtés. 

Pour le prouver, considérons le côté AB du polygone ré- 
gulier den côté inscrits, le côté 
AD du polygone régulier inscrit 
d'un nombre double de côtés. 
L'arc AC étant plus petit que l'arc 
AB, la corde AG est plus petite 
que la corde AB, et par suite l'a- 
pothème OH est plus grand que 
OK. Je dis en outre qu'il a pour 
limite le rayon. Pour le prouver, 

menons HL perpendiculaire sur OC ; on a, dans le triangle 

rectangle OHG : 

OH» = OL . OC = R X C^—^) • 

Donc R>-r'2 = Ra-R(J^)=(^=il)R. 

Par suite 

„ , R R — r „ , R — r 

R — r' = rs— i — r . , ou R — r' < . 

R -[- r 2 2 

On aurait de même 

R — r < < . 




— 24 — 

Et, après n opérations 

^ R — r 



2 »* 

Or, le second membre tend vers zéro. Il en est donc de 
même du premier, et par suite, à la limite 

R = rn; donc Pn = pn . 
Le théorème est donc démontré. A. M. 



CONCOURS GENERAUX 



CONCOURS DE 1861 

Classe de troisième (sciences). 

— Construire un triangle semblable à un triangle donné, et dont les trois 
sommets soient situés respectivement sur trois droites données. 

— Les côtés d'un triangle sont : a = 32" 

b = 28- 

C = 22". 

Calculer à un millimètre près les distances des trois sommets au point de 
rencontre des droites qui joignent les sommets au milieu des côtés opposés. 

estasse de seconde (sciences). 

— Deui circonférences égales se coupent en deux points A et B. Par le 
point A, on mène une sécante APQ qui coupe les deux circonférences en P 
et Q. On propose d'évaluer la surface BPQ comprise entre les deux arcs BP, 
BQ et la droite PQ, et de démontrer que celte surface est proportionnelle 

au carré de PQ. 

ab (a^ -L y'A ^ xy (a^ 4- b^-] 

— Simplifier J 2 2 T 2 J^ - • 

ab (x^ — j/2) -|- xy (o^ — b^) 

Classe de rhétorique (sciences). 

— Résoudre 

sin X -J- sin 2X -|- sin Sa? = i -|- cos x + cos 2X. 

estasse de logique (lettres). 

— Trouver dans le plan d'un triangle un point tel que la somme des carrés 
des distances de ce point aux trois sommets soit la plus petite possible. 

Classe de logique (sciences). 

— Étant donnés deux points fixes A et B, on trace une droite OP faisant 
avec AB un angle <p quelconque; on trace une droite OP' perpendiculaire à 
OP, et on prend sur OP et OF deux points M et M' tels que chacune des 
sommes MA -f MB, M'A + M'B soit ^ale à une longueur donnée 2a; puis 
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on achève le rectangle OMM'N. On demande à quelle valeur de l'angle 9 
répondent le maximum et le minimum de l'aire du rectangle. (Le point 
est le milieu de AB.) 

— Dans un parallélipipède circonscrit à une sphère, chacune des arêtes 
est proportionnelle au sinus de l'angle des deux autres. 



CONCOURS DE 1862 

Classe de troisième (sciences). 

— Soient AB une droite fixe, et un point fixe en dehors de cette droite. 
Par 0, on mène une sécante quelconque OM, et sur cette sécante on élève 
au point là perpendiculaire ON. On prend sur OM un point P tel que 
CM . DP = n\ et sur ON un point Q tel que OQ . ON = nK Démontrer 
que la droite PQ passe par un point fixe lorsque OM, et par suite ON, se 
déplacent. 

Cilasse de seconde (sciences). 

— Étant donné un tétraèdre SABG, on construit sur les faces ASB, ASC, 
BSC, prises comme bases, trois prismes triangulaires, de hauteur arbitraire, 
dont les bases supérieures se rencontrent en un point 0, et sur la qua- 
trième face ABC, on construit un nouveau prisme triangulaire dont les 
arêtes latérales sont égales et parallèles à la droite qui joint le sommet S 
au point 0. On demande de démontrer que le quatrième prisme sera équi- 
valent à la somme des trois premiers. 

Classe de rhétorique (sciences). 

— Un point matériel M se meut d'un mouvement uniforme sur une cir- 
conférence donnée. Un autre point matériel M' se meut sur un diamètre 
de cette circonférence de manière à coïncider toujours avec la projection 
de M. On demande d'étudier : !• les variations de la force qui sollicite M' 
pendant son oscillation ; 2** la loi du mouvement. 

— Un point matériel P, sans vitesse initiale, est sollicité par deux forces 
attractives dirigées vers deux centres fixes A et A'. Ces forces attractives 
varient proportionnellement aux distances MA, MA' du poiut mobile aux 
centres ; de plus, elles prennent des valeurs g et g* quand les distances MA, 
MA' sont égales à l'unité ; on demande la trajection du mobile et la loi du 
mouvement. 

— Résoudre un triangle rectiligne connaissant l'angle C et les sdmmes 
a 4- c, 6 + c formées en ajoutant successivement le côté c opposé à l'angle 
C à chacun des- deux autres. — On discutera le problème. — Les formules 
doivent être calculables par logarithmes. 

-— On suppose que la Terre et Vénus se meuvent circulairement dans le 
même plan, celui de l'écliptique, et que leurs moyens mouvements en un 
jour solaire moyen sont respectivement 3548", 193 et 5767",668. Le temps est 
évalué en jours moyens et compté à partir d'une conjonction inférieure de 
Vénus. On demande : 1 " de calculer l'élongation de Vénus et sa longitude 
géocentrique à une époque quelconque; 2*> de déterminer l'époque à laquelle 
l'élongation aura une valeur donnée ; 3** de calculer le maximum de l'élon- 
gation. 
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GlasM de logiqae (lettres]. 

— La haDteor dan eône est i*,5o. Quel doit être le rayon de sa base 
ponr qne ton Yolome soit éqoiTalent à celai d'une sphère de i*,4o de 
djamètre. 

GlaflBê de logi<iae (sciences). 

— Étant données les quatre hantears d'an tétraèdre et les distances d'un 
point k trois des faces, déterminer la distance de ce point à la quatrième 
face. 



BACCAIAUREAT ES SCIENCES 



ACADÉMIE DE RENNES 

Session d'avril 1878. 

— Dans un solide formé de deax cônes égaux, appliqués l'un contre 
l'autre par leurs bases, on propose d'inscrire le cylindre dont la surface 
totale soit maxima. 

— Résoudre réquation 

sin 2X 
Ig (a? + a) = J-. 

COS 20; — -r- 

— Étant donnés deux points A et B, et un parallèle XT à la ligne qui les 
joint, trouver sur cette ligne un point M pour lequel le rapport des dis- 
tances BIA et MB aux deux points fixes, soit minimum. 

Session de juillet 1878. 

— Déterminer p et p' de manière que la fraction 

ac^ + px — 3 

ic^ + p'a? + 5 
devienne maximum ou minimum pour les valeurs a; = 2 et a; = 3. 

— La déclinaison du soleil étant supposée égale à d, calculer la durée 
du jour en un lieu dont la latitude est l. 

— Si a, 6, Y sont trois nombres distincts satisfaisant aux relations 

a3 -j- pa -[- g = o, 
63 4- p6 -|- 9 =3 o, 
y^ + Ft + 9 = o, 
prouver que l'on doit avoir 

tt -[- 6 -}- y = o. 

— Parmi tous les troncs de cône droils à bases circulaires, de même 
hauteur et de même volume, quel est celui auquel on peut circonscrire la 
sphère minima? 

— Trouver la relation qui doit exister entre les trois longueurs des côtés 
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d'un trapèze isoscèle pour que le quadrilatère qui a pour sommets les milieux 
des quatre côtés soit un carré. 

— Etablir la formule au moyen de laquelle on peut trouver tg a en fonc- 
tion de tg 3a. Déterminer tg a dans les trois cas suivants : 

tg 3a = o; tg 3a = oo; tg 3a = — i. 

— Trouver les conditions pour que les deux équations 

a sin a? 4- & cos a? = c, 
a' tg a? + V cotg X ^ cf^ 
soient vérifiées par une mêmelvaleur de l'arc x. 

— Trouver les relations qui lient les racines de l'équation 

a? — IX v/p* — 2g -I- P^ — 2g = o (1) 

à celle de a?^ + pa? + g = o. (2) 

Supposons qu'on construise un rectangle ayant pour côtés les deux racines 
de l'équation (2). Indiquer les lignes qui représentent les racines de l'équa- 
tion (1). 

— En faisant tourner un triangle rectangle autour de ses trois côtés, les 
volumes qu'on obtient sont entre eux comme les nombres 20, 15 et 12. — 
Trouver la forme du triangle. 

" Entre tous les trapèzes qui ont deux sommets en A et B, leurs bases 
perpendiculaires à une droite [donnée XY et le point de concours G des 
diagonales sur cette droite^ quels sont ceux qui ont la plus grande ou la 
plus petite surface? Données AB = a, Aa = A, Bb =: k. 

Session de novembre 1878. 

— On donne une circonférence de rayon R, et un de ses diamètres AB. 
A quelle distance du centre faut-il mener la perpendiculaire PM à ce 
diamètre pour que la corde AM soit égale à la tangente MG, terminée au 
diamètre prolongé? 

'-" Résoudre les équations 

I I 2 I I 2 

+ — = — ; - — - + 



X y c a — X a ^ y a — 6 

— Dans le triangle ABG, on donne l'angle A, la médiane AD et la sur- 
face, calculer les côtés AB et AG. Discussion. Gonstruction géométrique. 

' — Galculer les angles d'un triangle, sachant que les hauteurs sont entre 
elles comme les nombres 2, 3, 4. 

— Quelle valeur faut-il donner à q dans l'équation a;^ — 2X -{• q = o 
pour que l'une des racines soit égale au carré de l'autre. 

— En supposant la terre sphérique, expliquer comment varie la vitesse 
absolue de rotation d'un point de sa surface, à mesure que l'on s'éloigne de 
l'équateur. Dire, par exemple, quelle est la vitesse d'un point de l'équateur 
et celle d'un point à la latitude de 45* [La circonférence de la terre est 
connue, par définition]. 

— Maximum et minimum de la fraction ' 

x^ — 4 

3a;2 — Sx — 2 * 

Années précédentes. 

— Trouver sur la droite AB, de longueur donnée a, deux points G et D 
tels que leur distance GD soit moyenne proportionnelle entre AG et DB, et 
tels en outre 1* que cette distance soit donnée; 2'* qu'elle soit un minimum. 
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— Une ligne pesante AB de longueur a est formée de deux parties ho- 
mogènes AG et GB de densité d etd'. Quelle doit élre la longueur AG pour 
que eelte ligne se trouve en équilibre sur un couteau D placé à une dis> 
tance AD = 6 du point A. — Discussion. 

— Galculer à un centimètre cube près le volume régulier inscrit dans 
une sphère de 2", yb de rayon. 



ACADÉMIE DE BESANÇON 

Ses&ion d'avril 1878. 

— Trouver les côtés d'un trapèze isoscèle connaissant la hauteur, le pé- 
rimètre et la surface. 

Session de juillet 1878. 

— Résoudre un triangle connaissant la somme de deux côtés, leur pro- 
duit et leur surface. Application : 

S = 18935,07; 
ab = 271744; 
a -\- h = 1045, 7. 

— Indiquer d'une façon générale quelle est la nature des questions de 
maximum ou de minimum qui peuvent être résolues au moyen de l'équa- 
tion du second degré. 

— Par le point A extérieur à une circonférence de rayon R, on mène 
la tangente AG, et le diamètre AMON qui rencontre la circonférence en 
M et N. Du point G, on mène le rayon GO et la perpendiculaire GD au 
diamètre MN. On fait tourner la figure autour du diamètre. Déterminer 
OA de telle façon que l'on ait 

Vol. OCA = vol. DCN — vol. DCM. 

— Gonstruire et calculer Tangle de deux plans, l'un perpendiculaire au 
plan horizoutal^ l'autre perpendiculaire au plan vertical. 

— Étant données deux circonférences concentriques de rayon a, b et un 
point A extérieur tel que OA = d, mener par ce point une sécante ABG, 
telle que la portion BC comprise entre les deux circonférences soit égale 
à c. On calculera les angles GOB et GAO. 

Application: a = 12,7; b = 19,3 ; c = 10, 3; d = 52,4. 
"— Trouver les côtés d'un triangle rectangle connaissant la bissectrice de 
l'angle droit et la hauteur. 

— Inscrire dans un cercle un triangle isoscèle, connaissant la somme de 
la base et de la hauteur. 
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CONCOURS ACADEMIQUE DE PARIS 1878 

Solution par M. Gélinet, du Lycée d'Orléans (copie couronnée). 



Dans un quadrilatère convexe ABGD on trace la droite qui 
joint les milieux des diagonales, on prend un point M quelconque 
sur cette droite dans l'intérieur du quadrilatère, et on joint ce 
point aux quatre sommmets A, B, G e^ D. 

/® Démontrer que la somme des deux triangles MAB, MGD 
qui ont pour sommet commun le point M et pour bases deux côtés 
opposés AB, CD du quadrilatère est équivalente à la m^oitié du 
quadrilatère. 

2^ Comment faudrait-il modifier l'énoncé du théorème , si le 
point M était extérieur au quadnlatère tout en restant sur la 
ligne qui joint les milieux des diagonales ? 

5® Faire voir que les points de cette ligne sont les seuls qui 
jouissent des propriétés précédentes, 

4° Déduire de ces théorèmes que dans tout quadrilatère cir^ 

conscrit à un cercle le centre du 
cercle et les milieux des diagonales 
sont trois points en ligne droite. 

P Supposons le point M mi- 
lieu de Tune des diagonales; 
la médiane BM divise le triangle 
ABG en deux triangles équiva- 
lents, donc 

MAB = MBG; 
de même 

MGD = MADf 
d'où 
MAB 4- MGD = MBG + MAD. 

Soit M' un point situé sur la 
droite xy qui joint les milieux 
des diagonales. Abaissons des 
points M, M', N des perpendi- 
culaires aux côtés AB, GD. Soient MI et NL perpendiculaires 



B 
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à NG et à MK; ces droites rencontrent les perpendiculaires 
M'R et MK en F et L' et la similitude des triangles des 
quadrilatères MI'M'L' et MINL donne : 

MF MR — MF _ ja_ 

ML' ^^ MK — M'S' "" ML * ^^ 

Mais de l'identité 

AB . MF + CD . MK= AB . NG + CD . NH 
on tire AB (NG — MF) = CD (MK — NH); 

CD NG — MF NI 

AB MK — NH ML ^ 

En comparant les égalités (1) et (2) on a : 

M'R — MF _ CD 

MK — M'S ■" AB * 

Conséquemment 

AB . MR + CD . M'S = AB . MF + OD. MK 

S.ABCD ^ ^ 

= c. q. I. a. 

2 

IP Soit M' un point extérieur au quadrilatère et situé 
entre les points d'intersection V, T, de xy avec AB et CD. 
Les distances de ce point aux côtés AB, CD et AD sont 
de même sens que celles du point M aux mêmes côtés, et 
sa distance au côté BC est de sens contraire à celle du point 
M à ce même côté. En convenant de regardercomme positives 
les perpendiculaires menées dans le même sens et comme 
négatives les perpendiculaires menées dans des sens contrai- 
res, on voit que la première partie de l'énoncé est vraie pour 
tout point extérieur au quadrilatère, considéré comme 
sommet des triangles dont les bases seraient AB et CD et 
pris sur la portion de ligne VT. Au contraire, c'est la 
différence des triangles qui est constante quand ces triangles 
ont pour bases AD et BC. Cette dernière proposition est 
vraie pour tout point de xy pris au delà des points V et T, 
considéré comme sommet de triangles dont les bases 
seraient deux côtés opposés quelconques. 

En particulier, si l'on joint un point quelconque pris à 
l'intérieur d'un parallélogramme aux quatre sommets, la 
somme de deux triangles qui ont pour bases deux côtés 
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opposés est équivalente à la moitié du parallélogramme ; si 
le point est extérieur, c'est la différence qui est constante. 

III* Tout point M pris en dehors de la ligne xy ne jouit 
pas des propriétés énoiiicées. En effet, si de ce point on 
abaisse des perpendiculaires aux côtés AB et CD en limitant 
ces perpendiculaires à leurs points d'intersection avec les 
droites MI et ML, le quadrilatère ainsi formé n'est pas 
semblable au quadrilatère MINL. Il ne peut donc pas se 
décomposer en triangles semblables à ceux du premier et par 
suite une proportion analogue à la proportion (1) ne peut 
être établie. 

IV° Dans tout quadrilatère ABGD circonscrit à un cercle 
la somme de deux côtés opposés est égale à la somme des 
deux autres. En joignant les sommets au centre du cercle 
on forme quatre triangles dont le rayon R du cercle est la 
hauteur commune. L'égalité 

(AB 4- CD) — = (AG + AD) ~ 

prouve d'après ce qui précède que le centre du cercle est 
situé sur là droite qui joint les milieux des diagonales. 



QUESTIONS PROPOSEES 



141- — Étant donné un triangle ABC inscrit dans un 
cercle, par les points B et G on fait passer un cercle qui 
coupe AG en E et AB en D; puis par les points D, A, E, on 
mène un cercle qui coupe en F le cercle circonscrit au 
triangle ABC. Démontrer la relation 

FE -|r FB _ AB . 
FG + FD ~ AG 

142. — Par le sommet d'un triangle équilatéral on mène 
une ligne PQ terminée à deux droites perpendiculaires à la 
base et passant par ses extrémités. Sur PQ comme côtés on 
décrit deux triangles équilatéraux. Démontrer que les 
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sommets libres se meuvent sur la base et sur une droite fixe 
parallèle à la base. 

143. — Par un point fixe, on mène une droite coupant 
deux parallèles données en P et A. Par les points P et Q on 
mène des droites respectivement parallèles à des droites 
données et se coupant en R. Prouver que le lieu de R est 
une ligne droite. 

144- — Si Ton divise la base BC d'un triangle en trois 
parties égales aux points Q et R, démontrer les égalités 
suivantes : 

sin BAR . sin GAQ = 4 sin BAQ . sin CAR. 
(cotgBA.Q+ cotgQAR) (cotg CAR+ cotgRAQ)=4coséc« QAR. 

145. — On donne un point sur chacun des côtés d'un 
angle. Construire deux circonférences égales tangentes entre 
elles^et touchant chacune un des côtés de l'angle au point 
donné. 



Avis, — Il reste à résoudre les questions 135, 136, 137, 138 et 140, énon- 
cées dans la seconde année. — Toutes les autres questions sont publiées, ou 
bien la rédaction en a des solutions qui paraîtront prochainement. 

A ce sujet, nous rappelons à nos lecteurs que les solutions doivent être 
séparées pour chaque question, avec une figure à part si c'est nécessaire, 
et que, de plus, il est indispensable de mettre sur chaque question, très- 
lisiblement, le nom de l'auteur de la solution, ainsi que le nom de réta- 
blissement auquel il appartient. Sans ces précautions, il nous serait impos- 
sible de classer les solutions, et aussi de répondre, si c'est utile, à l'auteur 
de l'envoi. 



Rédacteur-Gérant, 
J. BOURGET. 



IMPRIMBRIE GKNTRALB DBS GHBMINS DB FBR. — A. GHAIX ET C>«, 
RUE BERGÈRE, 20. A PARIS. « 23226>8. 
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NOTE SUR LA PARABOLE 

Par Manrlee d'Ocairn®* 



I. — Nous allons étendre à la parabole les propriétés 
énoncées pour Tellipse dans la question n® 106,* et dans 
une note publiée par nous dans ce journal.** 

Si Ton considère une ellipse et l'un de ses cercles direc- 
teurs et que Ton fasse tendre le foyer, centre de ce cercle 
directeur, vers l'infini, l'autre foyer et le sommet voisin 
restant fixes, la limite de Tellipse est une parabole dont le 
foyer est celui des foyers de l'ellipse qui reste fixe ; la limite 
du cercle directeur est une droite perpendiculaire au grand 
axe et qui est la directrice de la parabole, limite de l'ellipse. 

Nous pourrons donc, en envisageant la parabole de cette 

manière, appliquer à cette courbe la propriété démontrée 

pour l'ellipse dans la question n® 106 et nous énoncerons le 

théorème suivant : 

Théorôme. — Si à partir 

du sommet d'une parabole on 
porte sur Vaxe et dans la di- 
rection du foyer une longueur 
égale au rayon vecteur d^un 
point de cette courbe et que 
Von élève Vordonnée du point 
ainsi déterminé sur Vaxe^ cette 
ordonnée est égale à la nor- 
male du point de la parabole 
considérée^ limitée à Vaxe, 

Il est intéressant de donner 
une démonstration directe de 
ce théorème. 

Considérons un point M 
d'une parabole et la normale 




• T. II, p. 254. 
*• T. n, p. 363. - 

JOURNAL DB MATH. 1879. 
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MN en ce point {(ig. I). Portons sur Taxe la longueur 
SP égale à MF et menons l'ordonnée PQ. Je dis que 
PQ = MN. 

En effet, du point M abaissons Tordonnée MH et la per- 
pendiculaire MD à la directrice. 

Représentant par p le paramètre, nous avons 

¥^ = 2pSP 
Mais SP = MF = MD = AH = -^ + SH. 

2 

Donc PQ^ = 2p (-^ + SH j (1) 

D'autre part MN^ = NH^ + MH^ 
Or la sous-normale étant constante et égale au paramètre, 
on a NH^ = pK 

De plus MH* = 2p . SH, 

Par suite BK* == p« + 2p SH 

ou MN* = 2p (J^ + SH j . (2) 

Comparant (1) et (2) on voit que 

PQ = MN c. q. f. d. 

II. — Ce théorème fournit une manière de mener la tan- 
gente à la parabole en un point pris sur celte courbe : après 
avoir fait la construction indiquée dans renoncé, ce qui 
donne la longueur de la normale, du point M comme centre 
avec cette longueur pour rayon on décrit un arc de cercle qui 
coupe Taxe en un point N ; on tire MN et on élève en M une 
perpendiculaire à cette droite ; on a ainsi la, tangente 
cherchée. 

IIL — Appliquons maintenant à la parabole, considérée 
comme limite d'une ellipse, la construction de la tangente, 
que nous avons indiquée pour cette dernière courbe, dans 
une note citée plus haut. 

Nous allons d'abord appliquer strictement la règle, quitte 
ensuite à la simplifier; nous arriverons du reste, en opérant 
ainsi, à une propriété connue de la parabole. 

Soit à mener la tangente en un point M d*une parabole 
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considérée comme une ellipse dont un des foyers est à Tin- 
fini {fig, II) ; d'après notre règle, nous abaissons Tordonnée 
MH de M ; par le centre de Tellipse nous menons une 
droite quelconque; comme, dans ce cas, le centre est à 
rinfini, cela revient à mener à Taxe une parallèle quelconque 
XY; il faut porter sur cette ligne à partir du centre une 
longueur égale au demi grand axe, c'est-à-dire du centre 
de Tellipse avec un rayon égal au demi grand axe décrire 

un arc de cercle et 
prendre son inter- 
section avec X Y ; 
mais le centre étant 
à rinfini, cet arc de 
cercle se réduit à la 
perpendiculaire SP 
menée en S à Taxe ; 
il faut maintenant 
joindre HP, mener 
par S une parallèle 
SN à cette droite et 
rabattre sur Taxe la 
distance de N au 
centre de la courbe ; 
par les mêmes consi- 
dérations que précé- 
demment on voit que ce rabattement s'effectue en abaissant 
du point N la perpendiculaire NT sur l'axe ; on n'a plus 
alors qu'à joindre MT. 

Mais les triangles rectangles HSP et STN sont égaux, car 
HP = SN et PS = NT comme parallèles comprises entre 
parallèles. Par suite, HS = ST et on est ainsi amené à 
ce théorème connu : 

Dans la parabole, la sous-tangente est divisée en deux parties 
égales par te sommet de la courbe. 

Dès lors, la construction de la tangente devient très- 
simple t on abaisse l'ordonnée MH du point M; on porte 
sur l'axe, à partir du sommet et en dehors de la courbe, 
une longueur ST = SH, et on joint MT. 
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IV. — Nous allons alors, en nous basant sur cette cons- 
truction de la tangente, traiter pour la parabole la ques- 
tion analogue à celle que nous avons résolue pour l'ellipse 
dans une note précédente : 

Étant dofinés Vaocey le sommet et un point iune parabole^ 
construire cette courbe (fi g. III). 

Je mène la tangente MT au point M par la méthode in- 
diquée plus haut. J'élève en M la perpendiculaire MN à 
cette droite; j'ai ainsi la normale en M. MN est bissec- 
trice de l'angle 
que font le rayon 
vecteur de M et 
la parallèle menée 
par ce point à 
l'axe, c'est-à-dire 
la ligne qui joint 
M au foyer placé 
à l'infini. Je trace 
donc cette droite 
ME; si je mène 
alors MF de telle 
façon que NMF 
= NME, je déter- 
mine sur l'axe le 
point F, foyer de 
la parabole. Pour avoir la directrice je prends SA = SF et 
j'élève au point A la perpendiculaire à l'axe. 
Il est alors facile de construire la courbe. 




Fié- m 



NOTE DE TRIGONOMETRIE 

par A. Morel. 



Dans les applications réelles de la trigonométrie, les 
données ne sont évaluées qu'avec une certaine approxima- 
tion. Il en résulte pour les lignes trigonométriques des 
angles, puis pour les éléments inconnus, des erreurs qu'il 
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est intéressant de calculer. C'est ce que nous allons faire 
dans cette note, que nous diviserons en deux parties : 
variation des lignes trigonométriques et variation des élé- 
ments inconnus du triangle. 

1. Trouver V accroissement du sinus ou du cosinus d'un angle 
correspondant à un accroissement déterminé de cet angle. 

Soit un angle x que nous augmenterons d'une certaine 
quantité que nous désignerons par bx; appelons 8 sin x et 
8 cos ce. les accroissements correspondants du sinus et du 
cosinus ; on aura d'après ces définitions 

8 sin oc = sin (œ -f- Sac) — sin x, 
8 cos X = cos (x -}- 8a;) — cos x; 
par des formules connues, on trouve 

8 sin x = 2 cos (ce H 8a;) sin — 8a;; (1) 

8 cos X = — 2 sin (a; -| 8aî) sin — 8x. (2) 

On considère ici la différence comme un accroissement, 
et par suite on lui donne le signe algébrique positif; mais 
elle peut être par elle-même négative. Par exemple, 8 sin x 
est positif si xc est inférieur à 90®, et négatif quand x est 
compris entre 90^ et 270°. 

2. Trouver l'accroissement de la tangente et de la cotangente. 
En employant les mêmes notations que précédemment, 

on a 8 tang x = tang (x + 8a;) — tg a;, 

8 cotg X = cotg {x -j- 8a;) — cotg x, 

et, d'après des formules que l'on donne dans tous les 

sin 8a; 

cours, 8 tang x = , ^ , , (3) 

^ cos a; cos {x + 8a;) ^ ^ 

— sin 8a; ,., 

8 cotg X = — : : 7 , ^^ > . (4) 

sm X sm (x + 8x) 

3. Trouver V accroissement de la sécante et de la cosécante. 
On a 8 séc a; = séc (x -{- ixi) — séc ce, 

8 coséc CD = coséc (ce + ^cc) — coséc ce. 
Et d'après les valeurs de ces lignes en fonction du sinus 
et du cosinus. 
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2 sin (ce -)- — ix) sin — ix 

8 séc a; = r — ^-r-- ; (S) 

cos (x + ox) COS X ^ ' 

— 2 cos (x A %x) sin — 8a? 

• 2 2 

6 coséc X = : '. , ^ , . . (6) 

sin (aï + oa;) sm x, 

4. Trovi/oe/r V accroissement des carrés des fonctions trigonomé- 
triques correspondant à un accroissement donné de V angle. 

On trouverait immédiatement par un procédé identique 
au précédent 

8 sin* a; =. — 8 cos' x = sin (2a; -f 5^) sin 8a?, (7) 

•. . » sin (2a; 4- ^^) sin 8a; 

S tang» X = ,\ T ^ X ; — » (8) 

^ cos« (x + 8a;) cos» a; ^ ^ 

^ ^ , — sin (2a; -f 8^) sin Sa; ... 

8 cote» X = — —-7 — , ' X . , . (9) 

^ sin* (a; + 8a;) sin* x ^ ^ 

Comme on a 

séc* a; = I + ^g* ^> coséc* a; = i + cotg* x, 

on en déduit 

8 séc* a; = 8 tg* a; ; 8 coséc» a; = 8 cotg* a?. 



Si, dans un triangle, on suppose que Tun des éléments 
nécessaires pour déterminer le triangle est affecté d'une 
certaine erreur, les quantités inconnues sont affectées aussi 
d'une erreur; nous allons nous proposer le problème gé- 
néral suivant : 

Trouver Vendeur que Von commet sur les éléments inconnus 
d*un triangle, lorsque l'un des éléments donnés est affecté d'une 
erreur déterminée, les deux autres éléments donnés étant exacts. 

Nous étudierons successivement les trois cas élémentaires 
en laissant de côté le cas douteux, qui ne sert pas dans la 
^ pratique. Il va sans dire que si deux éléments donnes étaient 
inexacts, on commencerait par déterminer l'inexactitude 
résultant de l'erreur de l'un d'eux, puis on partirait de ce 
premier calcul pour déterminer l'erreur provenant du second 
élément. 

1®' CAS, On donne deux angles et le côté adjacent. 
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Nous laisserons immédiatement de côté le cas oli Ton 
commet une erreur seulement sur le côté donné, car on sait 
que dans ce cas on aurait 

86 Se 



a b c ' 

Nous supposerons donc que Ton commet une certaine 
erreur sur Tun des angles ; soient A et c les deux constantes, 
B l'angle sur lequel on commet une erreur 8B. Le triangle 
réel a pour éléments A, B, C, a, 6, c; le second a pour 
éléments A, (?, B + ÎB, C + 8G, a + 8a, 6 -f 86. 

Gomme on sait que la somme des angles reste constante, il 
en résulte d'abord 8B -f- 8G = o ; (10) 

on a aussi 

a = c sin A coséc G ; a + Sa = c sin A coséc (û + 8c). 

Donc on a, en vertu de l'équation (6) 



. , cos G + --SG sin — 8G 
8a _ c sm A \ ^ 2 / 2 . 

2 "" sin G sin (G + 8G) ' ^ ^ 

Donc l'erreur commise est donnée par la relation 

— 8a cos (g + — 8g\ 

= a ^ ., . ' ^ . (12) 



. I ^_ ^ sin (G + 8G) 
sm — ôB ' 

2 

On voit qu'elle est de même signe que 8B. 
On a aussi, de l'égalité 

c sin B = 6 sin G, 
que l'on peut écrire 

c sin (A + G) =: 6 sin G, 

la relation tg G = -r r- ; 

® b — c cos A 

d'où b -^ c cos A = c sin A cotg G, 

puis 6 + S^ — c <5os A = c sin A cotg (c + S^)* 
D'où l'on tire, d'après la formule (4) 

^, c sin A sin 8G ..^ 

^^ = - sinC • sm(G+5C) '- ^*^^ 

<^°°*' lirsF^ sin(G%8G) • ^^*^ 
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Application numérique. 

Soit un triangle dans lequel on a 
C = 234"»,6i; A = Sy® 28'; B = 46** Si', et supposons 
que Ton ait commis sur Tangle B une erreur en moins de 
lo minutes. 

Calculons d'abord en supposant les données exactes. 

Nous avons C == yS® 41'. 

Puis les formules — : — 7— =' — : — =r- = — : — TT 

sm A sm B . sin G 

nous donnent, pour les éléments du triangle, 

6 = i76'",65, 

a = 204",i3. 
Maintenant nous avons, puisque 8B (la quantité que nous 
devons ajouter) est égal à -j- 10 minutes, 

c + JL 80 = 75036', 

2 ' 

C + SG =75031'; 
car 8G = — 10'. 

La formule (12) nous donne 

— 8a = o'",076, 
2 

8a = o^I53. 
La formule (14) nous donne 

86 = o°>,628. 
Donc, en nous tenant au centimètre, nous aurons, pour 
les valeurs des côtés inconnus, 

b = i76'",8i ; a = 204",76. 

, 2« CAS. On donne deux côtés et V angle compris. 

Supposons d'abord que Terreur est commise sur l'un des 
côtés; nous aurons comme données exactes c et A; nous 
supposerons commise une erreur 86 sur 6. 

Nous aurons alors toujours 

G + B = i8o« — A. 

Puis, on a les relations 

■ ^_, _ tg.f(G-B) 

cotg A 
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I 



c-b-^b tg— (C-B + .8G) 



cotg A 

On déterminera donc, en comparant ces deux formules, 
la valeur de 8G, et par suite on pourra continuer le calcul 
comme précédemment, puisque nous aurons toujours la 
relation 8B + SG = o, 

et que nous serons ramenés au cas précédent. Nous déter- 
minerons donc a au moyen de la formule (12). 

Application numérique. 

Supposons c= 340°*,i6; A = 68« 17; 6= 53i°*,i8 avec 
une erreur par défaut de o",o5. 
Un premier calcul nous donne 

B = 73« 46',4, 

G = 37* 56',6, 

a = 5i3'°,94. 

Il faudra, pour obtenir la valeur exacte, augmenter b de 

o™o5; nous obtiendrons alors pour Taccroissement de 

rangle B îB = o'2. 

On voit qu'il n'en résulte pas pour la valeur de a une 
différence de un centimètre. 

En second lieu supposons que 6 et c soient constants, 
et que A subisse un accroissement 8A. Alors, on a les 
formules a* = 6* + c* — 2&c cosA, 

(a + 8a)* = 6« + <^" — 26c cos (A + 8A), 
d'où Ton tire par soustraction, en vertu de l'équation (2), 

LL 8a y + — ala=bcBm(à.+ -i-8A)sin ^8A(15). 

Gette relation nous donne deux valeurs pour — 8a; l'une 

d'elles est positive, c'est la , seule que nous prendrons ; 
nous calculerons ainsi la valeur de a + 8a ; ensuite nous 
déterminerons la variation de l'un des angles, de l'angle G 
par exemple, par la formule 

a -f~ 8a c 

sin (A 4- 8A) ~ sin (G + 8G) ' ^^^^ 

dans laquelle tout est connu, excepté 8G. 
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Application numérique. 
Soient : 

c = 34o",i6; 6 = 53i-,i8; A = SS^i/, 

cette dernière ayant nne erreur de 12' par défaut. 

Nous trouYons d'abord 

B = 73« 46'^, 
C = 3/» 56',6, 
a = 5i3",94. 
Pour faire le calcul, nous déterminerons d'abord le se- 
cond membre de l'équation (IS); puis nous trouvons tout 

calcul fait — 8a = o",6i, 

2 

d'oïl ia = i",22. 

Donc on trouvera a = 5i5"*,i6. 

Enfin, la formule (16) nous donne 

C + 8C = 37* 54', 
et par suite 8 + 86 = 73^ 37'. 

3* CAS. On donne les trois côtés. 

Il est très-facile de déterminer par logarithmes les va- 
riations des tangentes^ et par suite les variations des angles, 
puisque l'on a 

A _ ]f (p — b ip ^^ JL = l/ (P — c)(P-^g) 
^^ ~ "~ r p ip — a) ' ^^ 2 r p (p — 6) • 

On voit qu'il suffira , dans le calcul par logarithmes, 
de chercher la variation du facteur (p — a), variation qui 
est égale à — 8a, et on aura les variations des demi-angles. 
Or, il sera facile de trouver immédiatement, par une simple 
lecture de la table, dans la partie correspondante à (p — a) 
la variation logarithmique provenant de la variation — 8a. 

ExEMPiiE. On donne 

a = 257'»,35; b = 326^,40; c = i85"^,3o. 
L'erreur commise sur le terme a est de o™,i5 par excès. 
On trouve pour la valeur donnée 

A = 5io 54, 
B = 93° 35',4, 
C = 34« 3o',8. 
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Puis, pour la vraie valeur 

A = 5i» 52,8, 

B = gS» 36',4, 

C = 34» 3i'. 
Le calcul, dans ce dernier cas, s'effectue avec beaucoup 
de rapidité. 



NOTE SUR LA DIVISIBILITE 

Par Maurice d'Ocai^ne. 



La détermination des caractères de divisibilité des nom- 
bres par 2, 3, 5y 9, II, constitue, dans les cours élémen- 
taires, l'objet de recberches distinctes. 'Il est même rare 
qu'on y joigne la divisibilité par 7, qui est un peu plus 
difficile à établir. 

Nous allons exposer la méthode générale que Ton emploie 
pour trouver les caractères de divisibilité par un nombre 
quelconque, quelle que soit la base du système de numé- 
ration employé. 

Nous déduirons ensuite de cette règle, comme applica- 
tions, les divers caractères de divisibilité que Ton déter- 
mine, d'ordinaire, directement. 

Il est utile d'établir d'abord le théorème suivant : 

Théorème. — Les divisions des nombres a®, a*, a', . . . 
a° , . . . par un diviseur quelconque d premier avec a (fon- 
nent des restes périodiques. 

d étant premier avec a, Test aussi avec toutes les puis- 
sances de ce nombre, donc toutes ces divisions fourniront 
des restes. 

Ces restes étant tous entiers et inférieurs à d, on devra, 
au bout de d divisions au plus, retrouver forcément un des 
restes déjà obtenus.^ 

Je dis maintenant que si a* et a^ donnant des restes 
égaux, en supposant Z > fc, a^ + ^ donnera le même reste 
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que a* + ^ En efifet, on a 

a} = mult. d + ^ a* = mull. d + »V 

multipliant les deux membres de chacune de ces égalités 
par a, il vient 

a} + ^ =. mult. d -f- ra a* + < = mult. d -j- ra 

a' + ^ et a* + ^ donnant tous deux le même reste que* ra 
fournissent bien des restes égaux. 

On retrouvera donc à partir de a' et dans le même ordre 
les restes obtenus à partir de a* . 

Conséquence, — Considérons alors un nombre quelconque 
N écrit dans le système de numération dont la base est p. 
Si nous représentons par ao, a^, . . . . On les différents 
chiffres qui composent le nombre N, nous avons 

N = aoP^ + a^p» + . . . . On p« . 
Cherchons les restes de la division des différents nom- 
bres p^ P* . . . ' . P* par p. Nous avons 

po == mult. p + ro, 
\^ = mult. p,-f- n» 



p» = mult. y -{- Tn » 

Par suite, 

N = mult. p + a^ro + «^i^i + • • • • + ('•nTu , 
ce qui montre que le reste de la division de N par p est 
le même que celui de la division de aoro + oL^r^ + . • . 
+ dn rn par p. 

Donc, pour avoir le reste de la division d'un nombre 
quelcpnque par p, on déterminera les restes ^o, r^, . . . 
relatifs au nombre p jusqu'à ce que Ton en trouve un déjà 
obtenu; à partir de là, d'après le théorème ci-dessus dé- 
montré, ils se reproduiront périodiquement ; puis, on mul- 
tipliera les différents chiffres du nombre par les restes 
correspondants; on fera la somme des produits ainsi obte- 
nus et on divisera cette somme par p ; le reste fourni par 
cette dernière division sera le reste cherché. Par suite pour 
que le nombre considéré soit divisible par p, il faut et il 
suffît que ce dernier reste soit nul. 
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Cette règle est longue à énoncer, mais très-simple à 
appliquer comme nous allons le voir dans les exemples 
suivants. 

Applications. — Caractères de divisibilité par 2, 5, 3, 9, 11 » 
7 dans le système décimal. 

Nous chercherons d'abord les restes de la division de 10®, 
10*, 10*,. . . . par ces différents nombres ; résumons les résul- 
tats ainsi obtenus en un tableau et remarquons que nous ne 
calculons les restes que jusqu'à ce que nous en trouvions un 
déjà obtenu. Pour bien signaler ce point à Tattention du lec- 
teur, nous soulignons d'un trait chacun des restes où la 
deuxième période commence. 
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Divisibilité par 2 et 5, — Il faut à partir de la droite mul- 
tiplier les chiffres du nombre considéré respectivement par 
I, o, o,. ... En faisant la somme de ces produits on a pour 
résultat le chiffre des unités du nombre. Il faut donc que ce 
chiffre soit divisible par 2 ou 5 pour que le nombre soit lui- 
même divisible par 2 ou 5. D'où les règles connues : 

1° Pour qu'un nombre soit divisible par 2 il faut et il suffit 
que son dernier chiffre à droite soit pair ou o. 

2*^ Pour quun nombre soit divisible par 5 il faut et il suffit 
que son dernier chiffre à droite soit 5 ou o. 

Divisibilité par 3 et g, — Dans ces deux cas, r^, r^,.... 
étant tous égaux à i , /a condition pour que le nombre considéré 
soit divisible par 3 ou g est que la somme des chiffres de ce 
nombre soit divisible par 3 ou g. 
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Divisibilité par ii. — D'après le tableau ci-dessas formé, 
on voit que la condition pour qu'un nombre soit divisible 
par II est, en représentant par Si la somme des chiffres 
de rang impair et par Sp la somme des chiffres de rang pair : 

S» -)- 10 Sp = mult. II, 
ou Si -f" I ï Sp — Sp = mult. II, 

ou encore Si — Sp = mult. 1 1, 

ce qui est bien l'expression de la règle connue : Vexcès de 
la somme des chiffres de rang impair sur la somm^ des chiffres 
de rang pair doit être divisible par 1 1 . 

Divisibilité par 7. — Si nous appelons encore a^, a,, . . . 
les divers chiffres du nombre considéré, le tableau nous 
donne pour condition de divisibilité de ce nombre par 7, 
*i + '3a« + 2(Z3 -f- ^«4 + 4^5 + 5*6 + «7 + . . . = mult. 7 
ou 

«1 + 3a, + 2(x^ + ja.^ — CL^ + jct^ — 3a^ + ycL^ — 2a, -|- a, 
ou encore -}-...= mult. 7 

a^ -|- Sa, + 2a, — a^ — Sa, — 2aj + a, + . . . = mult. 7 
d'où la règle ; on divise le nombre en tranches de 3 chiffres 
à partir des unités, on multiplie^ dans chacune de ces tranches 
et à partir de la droite^ les chiffres respectivement par i, 3, 2; 
la somme des produits con^espondant aux tranches de rang im- 
pair diminuée de la somme des produits correspondant aux tran- 
ches de rang pair doit alors donner un résultat divisible par 7. 



CONCOURS GENERAL 1869, 



Câasse de troisième iseiences). 

-- On prend un point dans le plan d'un polygone quelconque. On joint ce 
point aux sommets du polygone, et, de ce point comme centre avec ces 
droites comme rayons, on trace des arcs de cercle d'un même nombre de 
degrés et dans le même sens; on joint les extrémités de ces arcs. 

Prouver qu'on forme un nouveau polygone égal au premier. 

Classe de seconde. 

— Les lettres a et p désignant deux nombres donnés positifs ou négatifs, 
dn propose de déterminer a et 6 de manière que a et ^ soient la plus 
grande et la plus petite valeur que prend l'expression 
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aOCp^ + 235 + ^ 

a?' 4- I 
quand on fait varier a? de — oo à + oo . On examinera si le problème e^t 
toujours possible. 

— Des prismes tronqués équivalents ont une base inférieure commune 
et les arêtes dirigées suivant les mêmes droites. 

Démontrer que les plans des bases' supérieures passent tous par un même 
point. 

Classe de rhétoxiqae. 

— Un triangle ABC étant inscrit dans un cercle dont le rayon est pris pour 
unité, on mène par le sommet de chaque angle une perpendiculaire à la 
droite qui divise cet angle en deux parties égales. On obtient ainsi trois 
lignes qui déterminent un second triangle Â'B'C dont les côtés B'C, A'C, 
k'W passent respectivement par les trois sommets A, B, G du premier 
triangle. Cela posé, on demande de résoudre le triangle ABC sachant: 

1° Que dans le triangle ABC, le rapport du côté AB à la somme des 
deux autres est égale à un nombre donné \ ; 

2« Que dans le triangle A'B'C le rapport du côté A'B' à la somme des 
deux autres est égal à un nombre donné (a. 

On indiquera les conditions auxquelles doivent satisfaire les nombres 
donnés pour que le problème soit possible. On achèvera ensuite les calculs 

en supposant a = — -, ji = -s-. 

On donne un corps sphérique A, dans Tintérieur duquel se trouve une 
cavité sphérique B. La densité de A est 4 ; son rayon o",5o. 

Le rayon de la cavité B est o",i5. La distance de son centre h au 
centre a de A est o",2o et la hauteur de h au-dessus de a est o",i8. 

On demande la position du centre de gravité du corps A. — On demande 
en outre quelle serait la position de ce centre de gravité si l'espace B, 
au lieu d^étre vide avait, une densité double de celle de A. 

Classe de philosophie. 

— Caractères de divisibilité d*un nombre par I, 5, 4, 5 et 9. 

-^ Étant donnés trois cercles qui ont respectivement pour rayons O'^fdlô, 
O^jA^, O'",260, calculer le rayon d'un cercle équivalent à leur somme. 

Classe de philosophie [sciences). 

-^ Trois sphères étant données, on peut construire tme infinité d'autres 
sphères qui leur soient tangentes; par le point de contact de chacune de 
celles-ci avec les trois sphères données, on peut faire passer un plan. 
Prouver que les plans ainsi construits passent par une même droite. 

— *Stir l'un des côtés OX d'un angle droit, on porte une longueur arbitraire 
OM et on prend une longueur ON qui soit à OM dans le rapport d'une 
ligne donnée n à une autre ligne donnée m; puis on joint les points M 
et N à un point fixe donné sur l'autre côté OY. On demande de choisir M 
de façon que l'angle MAN soit maximum. 
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BACCALAUREAT ES SCIENCES 



FACULTÉ DE CLERMONT. 

JnlUet 1874. 

— Par un point donné mener une droite qui détermine par son intersec- 
tion avec les côtés d'un angle donné un triangle d'aire minima. 

Novembre 1874. 

— Surface totale d'un cône circonscrit à la sphère en supposant que le 
diamètre de base soit égal au côté du cône. — Rapport de cette surface à 
celle de la sphère. 

Novembre 1875. 

1. — Dans un triangle dont les côtés sont a, h, c, et les angles A, B, C, 

démontrer qu'on aura nécessairement les relations 

B — C 6 — c A 

sm = cos — 

2 2 

B — c b + c , A 

cos = • sm — • 

2 a 2 

2. — On demande de construire un triangle rectangle tel que le volume 
engendré par la révolution autour de Thypoténuse soit égal au i/8 de la 
sphère qui aurait cette hypoténuse pour diamètre. 

3. — Parmi toutes les cordes de même longueur inscrites dans un demi- 
cercle, quelle est celle qui en tournant autour du diamètre engendre la 
plus grande surface? — Quelle est en second lieu la longueur de la corde 
qui donnerait la plus grande surface possible? 

Avril 1876. 

— Résoudre l'équation 

I 



-h M X + \/ I -I- 



X 



yj l + X — v^ X 

JuiUet 1876. 

— On fait tourner un trapèze successivement autour de ses deux bases; 
quel devrait être le rapport de ces bases pour que les volumes obtenus après 
une révolution complète soient dans un rapport donné, par exemple, comme 
3 est à 4. 

— Dans un triangle isoscèle ABC fixe et invariable dont la base et la hau- 
teur sont données, on inscrit un deuxième triangle a&c variable dont la base 
est parallèle à celle du premier. On demande: 

1* Le maximum de la surface du triangle abc; 

2* Le maximum du volume qu'il décrit en tournant autour de sa base 
abc. 
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— Partager une demi-circonférence ABCD par un point M de telle sorte 
que les segments circulaires ABM, MGD et le triangle AMD engendrent en 
tournant autour du diamètre AB des volumes en progression géométrique. 

— Tous les côtés de longueur connue d'un hexagone régulier sont tan- 
gents à une sphère. On connaît le rapport m des zones déterminées sur la 
sphère par le plan de l'hexagone régulier. Quel est le rayon de la sphère ? 

— Circonscrire à un cercle donné un trapèze isoscèle de surface donnée. 
Cas du minimum. 

— Une droite OA de longueur invariable décritautour de OM un cône de 
révolution dont le volume et la surface totale varient avec la distance 
AB = a; du point A k l'axe fixe. On demande : pour quelle valeur de x le 
volume est maximum ; pour quelle valeur de x la sur&ce totale est égale à 
celle du cercle de rayon a. 

Novembre 1876. 

1 . — On propose de circonscrire k un rectangle donné nn triangle isoscèle 
de surface donnée. Cas du minimum. 

% — Une ville contracte au taux de 5 0/0 un emprunt de 400,000 francs. 
On calculera la valeur de l'annuité qu'elle devra payer pour être complè- 
tement libérée après 20 annuités égales. 

— Étudier la variation du signe et de la grandeur de la fraction 

— :: .lorsqu'on fait varier x par valeurs réelles et d'une manière 

continue de — 00 à + 00. 

Avxil 1877. 

1. — Une fraction dont les termes sont des nombres premiers entre eux 
est irréductible. 

2. — La tangente trigonométriqne de la sêmme de deux arcs est 3 ; la tan- 
gente de leur différence est -^. Quels sont ces deux arcs? 

— Démontrer le théorème qui donne le volume décrit par un triangle 
tournant autour d'un axe situé dans son plan et passant par un sommet 
sans traverser la surface de ce triangle. 

Le triangle étant isoscèle et l'axe passant par le sommet opposé à la base, 
quel angle doit faire avec cet axe la hauteur du triangle pour que le 
volume engendré soit égal à celui que l'on obtiendrait en faisant tourner 
le triangle autour de la base? 

Session d'octobre 1877. 

Un hexagone régulier de côté a tourne successivement autour d'un de 
ses côtés AB, et autour d'un axe xy qui lui est extérieur passant par un 
sommet C et également incliné sur CB et CD. On demande de calculer pour 
chacune de ces rotations la surface et le volume décrits respectivement 
par le périmètre et la surface de l'hexagone. 

, JuiUet 1878. 

4** Série. — On donne dans un plan un cercle de centre et de rayon 
R et un point A à une distance d de ce point. On demande de mener a 

JOUAIUL DB MATH. 1879. ^ 
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A une sécante telle que la corde interceptée BC soit égale à une longueur 
donnée 2/, et de calculer la surface engendrée par la corde BC dans sa ré- 
Tolution autour de OA. 

T Série. — Résoudre un triangle connaissant deux côtés et l'angle compris 
et calculer sa surface, données : A = 38«2o' ; b = ySgS m. ; c = 4786 m. 

5- Série. — Trouver les arêtes x, y, s, d'un parallélipipède rectangle 
connaissant : !• la surface totale 2S du parallélipipède ; 2» la somme a de 
ses 3 arêtes ; 3» le rapport m de deux d entre elles. 

i« Série. — Volume du segment sphérique. Évaluer le volume du segment 
détaché dans une sphère d'un rayon égal à 5 mètres par 2 plans parallèles 
menés d'un même côté du centre à des distances respectivement égales à 
I mètre et à 2 mètres. 

5* Série. — 1* Inscrire dans une sphère de rayon donné R un cône ABC 
dont le volume soit dans un rapport donné m avec le volume du segment 
inférieur BC déterminé par la base du cône. 

2* Démontrer que le plus petit multiple commun de deux nombres est 
égal à leur produit divisé par leur plus grand commun diviseur. 

$• Série. — Trouver entre quelles limites peut varier la fraotion 

ax^ -i- bx + ê 

a'x^ + b'x ■{- (f ' 
Application à l'exemple suivant : 

3a;' — i3a? + 6 

5x^ — 170? -f 5 

7* Série. — Résoudre l'équation cos a? = w tg a? ou a; est Tinconnue et 
m une quantité donnée. 
Discussion. 

Octobre 1878. 

Résoudre un triangle connaissant deux côtés a, b et l'angle A opposé à 
l'un d'eux. 
Application a »= 3,785 m. & =s 5,092 m. A =» 35" 40' 



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES 



QUESTION 116. 

Solution par M* ReusSj Collège de Belfort* 

Étant donné un tHanglé ABCj on considère la bissectrice 
de Vangle A et Von joint un point quelconque M de cette bissec- 
trice indéfiniment prolongée aux sommets B et G. On propose 

MB 
d*étvdier la variation du f apport -=jtj^ * 
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Soit AM = X. Les triangles MBA, MCA donnent 



MB 



MG 



d'oïl 



MB 
MG 






xi -j- C* — 2CX COS 



ac* + 6» — 2bx COS 



A 



(K* -|- C' — 2CX COS 



/ 



aj« -j- 6« — 2bx COS 



tel est le rapport dont il faut étudier la variation. Égalant 

à m et élevant au carré, il vient 

A. 
(m^ — i) x* — 2 (bm* — c) ce cos -}- ^^^^ — c* = o, 

d'oîi a? = ^ ^^ 

A / Â ^ Â ^ À 

\fm^ — c) COS y — 6*1»* sin^ h (6' -f c^ — 26c cos^ )w»— c* sin^— 

' (1»=» — I) 

o; devant être réel, la quantité 
sans le radical doit être positive. 
C'est un trinôme entier du se- 
cond degré en m* et de la forme 

_62sin« é.(mi_wi'«)(m«— m"*). 

Il sera positif, c'est-à-dire de 
signe contraire à celui de son 
premier terme, si on donne à 
jj m" une valeur quelconque com- 
prise entre les racines. Ainsi la 
condition de réalité est 

m'« > in^ > m"* 

m^ désignant la plus grande 
racine. 

Résolvant l'équation obtenue 
en égalant à o la quantité sans 
le radical, on a : 




— Sfi — 

5» -) — y (62 + c» — 26c cos» A)>— 462c»siii* — 



(62 4- c* — 26c cos' 
^ 2 



A. 

26* sin — 
2 



OU en simplifiant le radical 

(ftt ^ c« — .26(? cos« — ) + y a*(6 — c)* 
m* = T 

26* sin* 

2 

fta -L c* — 26c cos* a(b — c) 

2 
=: _ , 

26* sin^ 

2 

Nous supposerons 6 > c, sans quoi nous aurions pu écrire 
a{c - 6) et la plus grande racine au lieu d'être m' aurait été 
m". Les conclusions auraient été contraires à celles que 
nous allons établir. 

Si dans les valeurs de m'* et de m"* nous remplaçons 

A A 

cos* — et sin* — par leurs valeurs en fonctions des côtés, 
2 2 

on arrive aux expressions plus simples 

_ (g + 6 — c) c _ (a^ c — b) c 

(a + c — b) b [ ~ {a + b — c) b ' 
ou encore 

cos sin — • 

2 .,2 



m' = — rg— , m" = 



B ' . B ' 

cos — ' sm — * 

2 2 

à la valeur de m* = m'*, c'est-à-dire au maximum du rapport 
correspond pour x la valeur ^ ; au minimum corres- 
pond pour X la valeur 

cos - 
2 

Cela posé, faisons croître a; de — 00 a?. Sià + *^ = — <»> 



cos 
p — a 


A 
2 


A' 

cos 





— sa- 
le dénominateur de 05 = o, alors m = i. On peut le voir 
directement en mettant l'expression de m sous la forme 




I + 


ce" X 


A 
cos 

2 


I + 


6« 6 

— l 2 — 

a?" X 


A 

cos 

2 



= KT^ 



qui pour x=± 8 donne m 

Quand x croit de — 8 à o, la fonction part de Tunité 
pour atteindre la valeur plus petite — pour a: = o, et le 

c 

sm — 

rapport diminue jusqu'à sa valeur minimum ^ pour 

sin — 

p—a . . ^ 

X = Ji-^, puis augmente. 

cos 

2 

Quand le point M est venu en D, c . a . d , quand 

X = — 4 /6cp (p — a) w repasse par la valeur -=--. 

Cette considération seule aurait suffi pour montrer à priori 
qu'il existe à l'intérieur du triangle un point M pour lequel 
le rapport est minimum ou maximum, car m passe deux fois 

par la même valeur — en prenant des valeurs intermédiaires 

plus petites ou plus grandes, x continuant à croître, 

c 
cos — 
2 
m augmente pour atteindre sa valeur maximum — 

cos — 
2 

quand x = — 'a"' '^®^®> P^^ hypothèse, C < B, donc 

cos — 

c ^ 

cos 

— > I et comme m croît d'une manière continue, il 

x> 
cos 

2 



— Si- 
doit y avoir entre le point D et le centre du cercle circons- 
crit un point pour lequel m = i . Il suffit, pour trouver la 
valeur de x qui le détermine, de résoudre l'équation 



mm 

ce' -(- c* — 2CX COS — z= CD* -{- 6" 2bx cos 



A 



qui donne x = 



_ b + c 



2 cos 



A 



M est la perpendiculaire 



menée au milieu de BC. 

Si nous donnons à x des valeurs supérieures à celle 
qui rend le rapport maximum, m diminue dé plus en plus et 
devient à la limite égal à l'unité quand ac = + oo . 




Le tableau suivant et la courbe ci-contre permettent de 
suivre commodément les variations de la fonction. 



X 


m 




X 


m 


00 


I 




croît 


décroît 


o 


c 
h 


m 


croît 


décroît 


p — a 


sin - 


G 

2 




y 


A 

cos 

2 


siu - 


B 





2 V bcp(p — a) 

6 + c 
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c 



croît 



croît 



croît 



croît 



2 cos 



P 



cos 



A 



cos 



cos 



c 



B 



croît 



décroît 



-f- 00 I 

Nota : M. Sou, du collège de Libourne, a résolu la même question. 



QUESTION 118. 
Solution par M. Sou, élève du collège de Libourne. 

Si Von abaisse d'un point les perpendiculaires OD, OE, OF, 
sur les côtés d'un triangle^ on a 

cotg ADG + cotg BEA + cotg GFB = o. 




Menons la hauteur AH. On a 

, , Txr. DH DÉ . a DH . a 

cotâT ADG = = = 

^ AH AH . a 2S 



DH(BD+DC) 

2S 



d'un autre côté _ __ 

AB^ = AD* + BD* + 2DH . BD 

AG* = ÂÎ)' + DG* — 2DH . DG 



d'oii 
par suite 

de même 
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2(BD + DC)DH = i^* — A(? — (BÇj- DC|)_ 

c« _ 6» _ (BD* — DC*) 



cotg ADC = 
cotg BEA = 
cotg CFB = 



4S 
o» _ c» — (CE* — AE*) 



4S 



3 



b« — g» — (AF^ — BFQ 
4S 



donc 



cotg ADC + cotg BEA + cotg CFB 
bT + CD* + AS* — ÂF* — BD* — CE' 

4S 



ajoutant et retranchant au numérateur la quantité 

OD* + (51* + OFS on trouve 

51* + ôB* + de* — (ÂÔ* + ÔB* + OCf = o 

donc cotg ADC + cotg BEA + cotg CFB = o. 
Nota, — M. Reuss, de Belfort, a résolu la même question. 



QUESTION 119. 

Holation par M. Jiuenbz, élève du Lycée de Bordeaux. 

Les médianes d*un triangle forment avec les côtés qu^elles di- 
visent en deux parties égales des angles comptés dans le même 
sens de rotation dont la somme des cotangentes est nulle. 

Soient ABC un triangle, AM, BF, CI les médianes de ce 

^ triangle. Menons la hauteur h. 

Puisque M est le milieu de BC, 

« -.— .. BH -^ MG 
MH = —- 




ou 

de même 



h cotg AMH 
i^ cotg B — h cotg C 



cotg AMH = — (cotg B — cotg C) 



cotg BIG ou — cotg AIG= (cotg A — cotg B) 
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cotg AFB ou — cogt BFC = — (cotg C — cotg A) ; 

Je 

faisons la somme, on a 

cotg AMH + cotg BIC + cotg AFB = o. 

f^oUi. — Ont résolu la même question : MM. Reuss, de Belfort; Demor- 
tain, de Doullens; Sou, de Libourne. 



QUESTION 420. 

Solution par M. Reuss, de Beliort. 

Si Cmi prend dans Vintérieur d'un triangle un point tel que 

CAO = ABO = BGO = 6 
on a cotg 6 = cotg A + cotg B + cotg G. 

Le triangle AOG dans lequel AOG = i8o — (6 -f- G 
— 6) ou AOG = .i8o — G donne 

b _ OG 
sin G sin 6 

De même BOG donne 
a OG 




sin B sin (B — 6) 

Divisons ces deux égalités mem- 
^^ ' — ~^^ bre à membre, il vient 

b sin B _ sin (B — 6) 

a sin G sin 6 ' 

sin (B — e) b 



ou 



sin B sin ô a sin G 



Remplaçons — par — : — —- puis sin B par ,sin (A -j- G), 

il ,ient °^^" ^ -°) = '"^ (^ + ^) ; 

sin B sin 6 sin A sin G 

or le premier membre est égal à cotg 6 — cotg B et le 

second à cotg A -f- cotg G. On a donc 

cotg 6 = cotg A + cotg. B + cotg G. 

Nota. -^ Ont résolu la même question : MM. Demortain, de Doullens; 
Demari, de Moulins. 
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QUESTION 121. 



ffolntion par M. Thual, élève du Lycée de Lorient. 



Étant donné un triangle ABC, stir chacun de ses côtés on 
•construit extérieurement au triangle ABC des triangles semblables, 
de telle manière que chacun des angles adjacents à A soit égal à 
G; qu>e chacun des angles adjacents à B soit égal à Â.; et que 
chacun des angles adjacents à G soit égal à B. Démontrer que les 
trois cercles circonscrits à ces triangles et les droites gui joi' 
gnent chacun des sommets du triangle ABG au sommet opposé 
se coupent en un même point 0, tel que les angles OBC, OBA, 
OAB sont égaux entre eux. 

D'après les hypothèses on voit que les angles E, F, D 

sont respectivement é- 
gaux aux angles A, B, 
G du triangle. 

Les circonférences 
circonscrites aux trian- 
gles ABF et BGD se cou- 
pent en B et 0. Les 
deux quadrilatères AOF 
et BOGD étant inscrip- 
tibles, on a AOB = A 
-f GetBGO = A-f-B; 

donc AOG = Adr — 2A 
— B — G = 2dr— A = B-fG. 

Le quadrilatère AOGE est alors inscriptible et la circon- 
férence circonscrite au triangle AEG passe le point 0. 

Je dis maintenant que les droites AD, DE, FG se cou- 
pent en 0. Nous avons en effet : 

AOB = 1850 — AFB = A + G, BOD = BGD = B 
et AOB -}- BOD = A + B + G = i8o«. 

Les trois points A, 0, D sont en ligne droite. Même dé- 
monstration pour les points E, 0,B et F, 0, G. 

Enfin les angles OBG, OGA, OAB sont égaux. En effet, 




OBC 
= C 



i8o«- 
0GB 
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-BOG — OCA = i8o 
= OGA. De même OGA 



A - B 
OAB. 



— 0GB 



Nota. — Ont résolu la même question : MM. Sou, de Libourne; Fairre 
et Oindre, de Lens-Ie-Saunier. 



QUESTION 122. 
fSolBtioB par M. db la Laurencie, élève au Lycée de Nantes. 

Étant donné un point A entre deux parallèles ^ tracer un 
triangle rectangle ayant son sommet de l'angle droit en A. et 
les deux autres sommets sur les deux parallèles de manière que 
sa surfa>ce soit minima. 

Supposons le problème résolu. Soient BG, DE les deux 

parallèles ; HH' leur 
perpendiculaire com- 
mune passant par le 
point A. Soient en outre 
AH = a, AH' = 6, 
CA = ce, EA = y, HAG . 
= a, H AE == p. 
La surface du triangle 




GAE est 



ocy 



; Or dans 



le triangle rectangle HAG on a 



de même 



X = 



y = 



a 



cos a 

b 
cos p 



ab 



La surface a donc pour expression r— 

*^ 2 cos a cos p 

Pour que cette expression soit minima, il faut que le dé- 
nominateur soit maximum. Or a -|- P = 90^ = constante et 

cos (a + B)+(cos (a— û) 
cos a cos B = i: — \ fj i \ V 1^/^ 

2 
cos (a -f- P) étant constant, cos a cos ^ sera maximum 
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quand cos (a — p) le sera, c'est-à-dire quand cos (a — P) = i ; 
d'oii a — P=:o, a = p = 45^ 

Il faudra donc, pour avoir le triangle de surface minima 
répondant à la question, faire au point A avec AH et AH' 
des angles de 45^. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. d'Ocagne, collège Chaptal; 
Gélinet, d'Orléans; Bûcheron, de Moulins; Hugot, de Lyon; Huet, dOr- 
léans;Thual, de Lorient; Paulme et Martin, de Passy ; Jficquot, de Nancy; 
Cordeau, école Lavoisier; Objais, de Moulins; Sou, de Libourne. 



QUESTIONS PROPOSEES 



146. — On donne un cercle, un diamètre AB et une droite 
XY perpendiculaire à AB. La polaire d'un point M de XY 
coupe celte droite en N, et sur MN comme diamètre, on 
décrit un cercle. Démontrer que, si Ton fait varier le point 
M sur XY, tous les cercles tels que MN ont pour axe radical 
le diamètre AB. 

147. — On considère une ellipse. Soit F et F' les foyers 

de cette ellipse. Par ces 
points, et dans la même 
direction, on mène deux 
rayons vecteurs paral- 
lèles rencontrant la cour- 
be, le premier en A, le 
second en A'. On mène 
les tangentes en A et A', 

tangentes qui se rencontrent en I. La figure ainsi ^ tracée 
jouit des propriétés suivantes. 

L Les triangles FIA, FIA' sont rectangles au point I. 
IL L'angle FIF' est moyen arithmétique entre les angles 
F'AF, F'A'F. 

III. Quand on fait varier la direction des parallèles FA et 
F'A', le point I décrit le cercle dont le diamètre est le grand 
axe de Fellipse. 
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IV. Les droites FA, F'A' rencontrent Tellipse sous deux 
angles tels que la tangente de leur somme, multipliée par la 
somme de leurs tangentes, est un produit constant, quand on 
fait varier la direction des parallèles FA, F'A'. 

V. On a la relation 

lA X IF _ AF 

lA' X IF' "" A'F • 

VI. Si Ton appelle B le point de rencontre des diagonales 
du trapèze AFAT', le lieu du point B, quand on fait varier la 
direction des parallèles AF, A'F', est une ellipse homofocale 
à la proposée, et normale à la droite BI. 

VII. La distance du point B au point I est moyenne 
proportionnelle entre les distances de ce point B aux deux 
foyers F et F'. 

VIII. Si du point F on abaisse sur AI la perpendicu- 
laire FD, et du point F' la perpendiculaire F'D', la somme 
des carrés des inverses de ces perpendiculaires est cons- 
tante quand on fait varier la direction des parallèles FA, 
F'A'. 

IX. On a IF X TF' = 2a X IB. 

X. La droite 10 est parallèle aux droites FA, F'A', et 
la somme des inverses des rayons vecteurs FA, F'A' est 
constante. (De Longchamps.) 

Avis. — Bien que, en généraly notis ne publiions que des solur 
fions d'élèves, si, dans le courant de l'année, nous n'avons pa^ 
reçu de solutions de ce genre, nous publierons volontiers une 
solution d'une autre personne, pourvu que cette solution soit 
absolument complète et su7*tout très-élémentaire. 

148. — Deux cercles se coupent sous un angle de 120®. 
On mène un cercle tangent à la fois à la tangente com- 
mune et aux deux cercles donnés. On a, entre les rayons 

r et r des cercles donnés et le rayon x du cercle tangent 

III 
la relation -= = -== -|- - — . (Perrin.) 

V 40? V 3r V 3r' 

149. — Deux circonférences sont tangentes extérieure- 
ment. Sur la ligne des centres comme diamètre, on décrit 
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une circonférence, et Ton mène la circonférence A tangente 
aux trois circonférences ainsi obtenues. Si R et r sont les 
rayons des deux premières, D le diamètre de la circon- 
férence A, on a la relation -^j- = -^- H . Chercher 

D SX T 

ce qui arrive si les circonférences sont tangentes intérieu- 
rement. (Perrin.) 

150. — Une droite AD rencontre deux circonférences O et 
0' de telle sorte que les cordes interceptées AB et CD soient 
égales entre elles. Trouver : 1® le lieu géométrique du mi- 
lieu de AD ; 2** l'enveloppe de la droite AD. En déduire le 
problème suivant : mener par un point donné dans le plan 
de deux circonférences une droite telle que les cordes in- 
terceptées soient égales. (Julliard.) 

151. — Soit ABC un triangle, un point de son plan. 
On mène les droites AO, BO, GO, qui coupent les côtés en 
A', B', G' ; on coupe le triangle A'B'C par une transversale 
apY (a est le point oii cette transversale rencontre B'C, etc.) ; 
les droites Aa, Bp, Cy rencontrent les côtés du premier 
triangle en trois points qui sont en ligne droite. 

152. — On a une circonférence fixe 0, et un point fixe 
A; par le point A, on fait passer une circonférence variable, 
qui coupe la circonférence sous un angle constant; dé- 
montrer que la circonférence variable a pour enveloppe une 
circonférence. 
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Revue de l'enseignement secondaire spécial et de L^ËNSBiGNï-^ 
Ment professionnel. — Cette Revue parait le 45 de chaque 
mois à la librairie Hachette. 

Nous venons de recevoir le premier numéro d'une publication mensuelle 
qui se propose de rendre à renseignement spécial, créé en France par la 
loi de 1865, le service de mettre ceux qui s'en occupent au courant de 
tout ce qui peut intéresser cet ordre d'enseignement en France et à Tétran- 
geri Gomme noire publication^ la nouvelle Revue traitera des sujets de com- 
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position ou d'examen se rattachant à son objet particulier ; en outre, elle 
contient es actes ol&ciels concernant l'enseignement spécial, et des ques 
lions de pédagogie traitées par des hommes au courant de cet enseigne- 
ment nouveau. Nous croyons cette Revue appelée à rendre de grands ser- 
vices, et c'est pour cela même que nous nous permettons une légère critique 
à propos d'un article de mécanique. Les programmes de l'enseignement 
spécial^ même le programme de l'agrégation, ne comportent pas l'emploi 
du calcul intégral, et, si la nouvelle publication veut être sérieusement 
utile, elle ne doit pas sortir de son programme, indiqué par son titre même. 
Elle doit donc chercher à traiter les questions qu'elle aborde par les 
méthodes indiquées dans les programmes officiels de l'enseignement spécial, 
et montrer que l'on peut, comme nous l'avons déjà dit à propos de la 
mécanique de MM. Mondiet et Thabourin, faire un cours élémentaire, et 
pourtant assez complet pour bien faire comprendre à l'industrie les notions 
de mécanique dont elle a besoin. A. M. 



CORRESPONDANCE. 



M. JnUiard nous a communiqué un théorème intéressant sur les sections 
coniques; mais comme sa démonstration est un peu longue et qu'elle s'ap- 
puie sur des considérations qui sortent du cadre des mathématiques élé- 
mentaires, nous en donnons un autre qui exige seulement la connaissance 
des propriétés des pôles et polaires. 

Théorème. — Soit ABC un triangle circonscrit à une conique, et dont 
les côtés sont tangents en M, N, P, et soit un point quelconque du plan. 
On joint OB, OC qui coupent en H et K la corde de contact NP; les droites 
OM, BK, CH concourent au même point 1. 

DÉMONSTRATION. — Je prolonge BC jusqu'à la rencontre de NP en S ; le 
point M appartient à la polaire du point S par rapport à la conique et 
aussi à la polaire du point S par rapport à l'ensemble des droites AB, AC. 
Donc M est conjugué harmonique de S par rapport aux points B et G, et 
par suite M est sur la polaire de S par rapport à OB, OC. Mais le point I, 
intersection de CH, BK, appartient à la même polaire ; donc la droite OM 
passe au point I. 

M. Julliard applique son théorème au problème suivant : Connaissant 
trois tangentes à une conique non tracée et deux des points de contact ^ 
trouver le point de contact de la troisième tangente. — La solution est 
immédiate si l'on donne les points N, P, il suffit de prendre un point quel- 
conque 0, de joindre OB, OC, puis CH et BK et enfin 01 qui passe au 
point M. On peut aussi prendre la polaire de S par rapport à l'angle BAC; 
celte polaire passe également au point M. On n'a pas même besoin de cons- 
truire le point S ; il suffit de joindre CP, BN qui se coupent en V et de 
joindre AF. Cette construction est du reste bien Connue, car ce n'est qu'une 
application du théorème de Brianchon étendu au triangle circonscrit. 

J» K. 
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M. Combler, iDgénieur en chef des ponts et chaussées, nous fait remarquer 
qu'il s'est glissé une erreur dans l'énoncé du premier théorème signalé 
par M. Dosior, dans le numéro précédent (voir page 48). — En effet, pour 
que l'énoncé ainsi établi soit exact, il faut que les termes extrêmes fassent 
partie de la progression arithmétique; or si r est de la forme (4p 4- 2), 

— sera impair, et si n est pair, [n — i) sera impair; donc, comme une 
2 

puissance quelconque de n est paire, les termes extrêmes seront impairs, 

et la progression peut ne contenir que des termes pairs; donc on ne pourra 

r 
pas trouver les deux nombres impairs n« — * — (n — i) — et n*»— * 

2 

+ (n — i) — dans la progression. — Du reste, la somme d'un nombre 
2 

quelconque de nombres pairs ne peut jamais être égale à la puissance en- 
tière d'un nombre impair^ quel qu'il soit. 

n faut, d'après cela, modifier l'énoncé de la proposition énoncée de la 
manière suivante : On peut toujours trouver des progressions arithmétiques, 
dont la raison est paire, et telles que la somme de n termes consécutifs soit 
une puissance exacte de n; 

En effet si l'on a, en appelant n le premier terme, la relation 

a- 1 n — I 
X -{- pr = n 



2 

(c'est la condition pour que le premier des termes donnés soit un terme de pro- 
gression), je dis que l'on pourra trouver un terme de rang q + i telquea? + qf 

soit égal an — r. 

2 • 

En effet, si l'on a les deux égalités x -^ pr = n r. 

6-1 n— I 
X + qr = n r, 

on aura, en retranchant membre à membre, et supposant 6 > a, et 9 > p, 

, , 6-1 a-i a-l / 6 — a \ 

[q — p) r =n — n = n in ""^) 

et on pourra prendre r = 2d, d étant diviseur de n, et alors q — p sera 
un nombre entier. 
Le théorème IV pourrait amener à une étude analogue. 



Le Rédacteur-Gérant, 
J. BOURGET. 



IMPRIHBRIE CENTRALE DBS CHEMINS DE FER. ~ A. CHAIX BT C>«, 
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THÉORIE DE L'INCOMMENSURABILITÉ 

RÉDIGÉE d'après LES NOTES PRISES AD COURS DE H. SONGATLO 

Professeur au Collège Chaptal, examinateur d'admission 

à l'École centrale 

Par Maurice d'Ocaf^e, élève au Collège Ghaptal, iMchelier es sdences • 



I. Définition de la limite. — On appelle limite 
d'une quantité variable une quantité fixe dont la quantité 
variable se rapproche indéfiniment, de telle façon que leur 
différence puisse devenir et rester moindre que toute 
quantité donnée, aussi petite que l'on veut. 

Si la quantité variable A est constamment inférieure à 
la quantité fixe L, mais qu'elle s'en rapproche de manière 
à ce que la différence L — A devienne et reste plus petite 
que toute quantité assignable, le nombre L est dit limite 
supérieure de la variable A. 

Si, au contraire, la quantité variable A est constamment 
supérieure à la quantité fixe, mais s*en rapproche indéfi- 
niment de telle façon que la différence A — L puisse devenir 
et rester plus petite que toute quantité assignable^ la 
quantité L est dite limite inférieure de la variable A. 

Dans le premier cas, la quantité A est dite croissante^ et 
dans le second, décroissante. 

Théorème I. — Lorsqu'une quantité variable kcroît constam- 
ment en restant inférieure à une quantité fixe Q, elle a une limite. 

La première condition, celle de la croissance continue, est 
remplie. Pour la seconde, si nous considérons les quantités 
de même espèce que Q, qui lui sont inférieures, nous voyons 
qu'il y en a de plus petites que certaines valeurs de A, et 
d'autres, au contraire, toujours plus grandes que les diverses 
valeurs de la variable. Par suite, la plus petite des quantités 
de même espèce que Q supérieures aux valeurs de la variable 
constitue une limite L : car, d'une part, la variable peut 

JOURIUL DE KATH. 1879. & 
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prendre toutes les valeurs des quantités de même espèce 
que A inférieures à L, et de Tautre, on peut choisir ces 
quantités aussi rapprochées de L qu'on veut. 

On démontrerait de même que : lorsqu'une quantité variable 
décroit constamment en restant supérieure à une quantité fixe, 
elle a une limite. 

Théorème II. — Lorsque deux quantités variables A. et B 
sont constamment égales et que Vune d'elles A offre une limite 
L, Vautre B offre aussi une limite et cette limite est égale à L. 

Appelons en effet a et 6 un couple de valeurs égales des 
quantités variables A et B. Par hypothèse, A croît ou décroît 
constamment, et comme B est constamment égale à A, elle 
croît ou décroît de même. 

De plus L — a ou a — L peut devenir moindre que toute 
quantité donnée aussi petite qu'on veut; il en est, par suite, 
de même de L — 6 ou 6 — L. 

La quantité B répond donc bien aux deux caractères qui 
déterminent une limite, et le eecond caractère montre bien 
que L constitue cette limite. 



II. Plus grande commune mesure. — * 
tion de l'incommensurabilité. — On appelle commune 
mesure de deux quantités, une troisième quantité de même 
espèce contenue un nombre exact de fois dans chacune 
d'elles. 

On peut se proposer de déterminer la plus grande com- 
mune mesure de deux quantités A et B. Pour cela on 
retranche de la plus grande A la plus petite B autant de 
fois qu'on le peut. Si B se trouve ainsi contenue un nombre 
exact de fois dans A, on en conclut que B constitue la plus 
grande commune mesure cherchée; mais, le plus souvent, 
il se produit un reste, c'est-à-dire qu'après avoir retranché 
un certain nombre de fois la plus petite quantité B de la 
plus grande A, il reste encore une certaine partie R de A, 
inférieure à B. 

Je dis maintenant que la plus grande commune mesure 
entre B et R est la même que celle entre A et B. 

En effet, appelons C la partie de A qu'on obtient en por- 
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tant sur cette quantité qu'on peut considérer comme une 
longueur, la quantité B autant de fois qu'on le peut ; et 
soit a la plus grande commune mesure entre B et R. a 
étant contenue un nombre exact de fois dans R, Test aussi 
dans C, et comme par hypothèse elle est contenue un nom- 
bre exact de fois dans R, elle le sera par suite dans A: 
donc c'est une commune mesure entre A et B. C'est la 
plus grande ; en effet, supposons que A et B admettent une 
commune mesure ^ plus grande que a. Cette quantité p 
contenue exactement dans B, l'est dans G, et comme elle 
Test dans A, elle le serait dans R. Ce serait donc une 
commune mesure à B et à R supérieure à a; or a étant, 
par hypothèse, la plus grande commune mesure entre B et 
R, cette commune mesure p entre A et B ne peut donc 
exister et nous sommes, par suite, amenés à chercher la plus 
grande commune mesure entre B et R. Nous opérerons donc 
sur ces quantités comme nous venons de le faire sur A et B, 
et nous continuerons la même opération jusqu'à ce que 
nous arrivions à un reste R» contenu un nombre exact de 
fois dans le précédent R»-i. 

Rn est alors la plus grande commune mesure cherchée. 

Mais on conçoit qu'en continuant indéfiniment cette opé- 
ration, on puisse n'arriver jamais à un reste contenu un 
nombre exact de fois dans le reste précédent; en un mot, il 
peut se faire que deux quantités n'admettent pas de com- 
mune mesure. Ces deux quantités sont alors dites incommen- 
surables l'une par rapport à l'autre. 

Or mesurer une quantité c'est chercher la plus grande 
commune mesure qui existe entre elle et l'unité choisie ; 
si cette commune mesure n'existe pas, la quantité sera 
incommensurable avec l'unité ou, tout simplement, incom^ 
mensurahle. 

Mais le résultat de la mesure d'une quantité, lorsque cette 
mesure est possible, donne naissance à un nombre. Lés gran- 
deurs incommensurables ne seraient donc pas susceptibles 
d'être représentées par des nombres. On conçoit cependant 
que l'on puisse établir certaine relation entre ces grandeurs 
et l'unité. C'est cette relation que nous allons définir. 



1 
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III. — Nombres incommensurables. — Soit A une 
quantité incommensurable. Supposons que Â contienne % 
fois et ne contienne pas m^ -f- i f^îs la n\ partie de l'unité ; 

les rapports — ^ et — ^-^ — mesurent deux quantités 

commensurables Â^ et A\ liées à Â par la relation 

A, < A < A\ 

Al diffère de A de moins de ; on dit que A- est la va- 

n 

leur approchée par défaut de A, à - — près ; de même 

A\ est la valeur approchée par excès de A , à 

près ; nous allons montrer d'abord qu'en faisant croître 

% suivant une loi convenable, on peut obtenir des valeurs 
de plus en plus approchées de A. 

Supposons, en eifet, l'unité divisée en n^ parties égales, 
rij étant plus grand que n^. A contiendra w, fois cette w% 
partie de l'unité et ne la contiendra pas m + i fois. Les 

rapports — ^ et — î—^- — mesureront des quantités com- 

mensurables A, et A, telles que l'on ait 

Aa < A < A, 

etAjdifférerade A de moins de — ; or on peut donner à 

w, une valeur suffisamment grande pour que la différence 
entre Aj et A soit moindre que celle entre A^ et A, c'est-à- 
dire pour que A, soit compris entre A^ et A,. Par suite on 
aura A^ > A^. 

On pourra de même constituer des approximations • — -, 

, .... auxquelles correspondent des nombres — ^, 

m 



— ,.... donnant des valeurs de plus en plus appro- 



chées de A. 
Si, d'une manière générale, nous appelons — la valeur 

approchée de A par défaut, nous voyons que cette quan- 



tité, prenant successivement les valeurs * * 






1 '•« 

est constamment croissante; de plus, elle est toujours infé- 
rieure à — ^-^ — qui mesure la quantité A'^ plus grande 

que A; par suite offre une limite; cette limite qui ex- 
prime la mesure a de A par rapport à Tunité choisie, est 
dite nombre incommensurable. 

Faisons voir maintenant qu'il suffit, pour atteindre cette 
limite a, que n croisse indéfiniment, d'une manière quel- 

m 
conque. Soient, en effet, — ^ un des nombres répondant 

aux conditions indiquées plus haut et -^ un nombre 

quelconque provenant toujours de la comparaison de A avec 
l'unité. Si P et P' sont les quantités mesurées respective- 

P P "^ ^ 
ment par -=-- et ^ — ■ on a : 

? î 

P < A < F, 

P différant de A de moins de — . Or comme nous dispo- 

9 
sons de q, nous pouvons supposer q suffisamment grand 

pour que P soit compris entre A^ et A; par suite il diffère 
de Al de moins de — . 

Lorsqu'on fait alors croître simultanément n^ et g, le pre- 
mier en lui donnant successivement les valeurs n,, ng, 

le second suivant une loi quelconque, on peut rendre la 

différence entre -=-- et — aussi petite qu'on veut, puisque 

— peut devenir plus petite que toute quantité assignable 
n 

et comme, d'après ce que ^ nous avons vu on peut rendre 

m 

— aussi approché de a qu'on veut, il en sera de même de 

P P 
-^, -^ pour q croissant indéfiniment a donc pour limite a. 
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De plus ^ "'" — surpassant — de — , et — deyenant in- 
9 9 9 q 

uniment petit quand g devient infiniment grand, il en résulte 

que -^ et •^— ' tendent vers la même limite et que, par 

q q 

p A- i 
suite, -î— ! a aussi pour limite o. {A suivre.) 



ELEMENTS DE LA THEORIE DU LAVIS 

Par M. PiUet^ professeur de lavis à l'École Polytechnique. 



Généralités. — La théorie des ombres a pour but, 
connaissant la position d'une ou plusieurs sources de lumière 
directe, de déterminer sur la surface des corps les portions 
de ces surfaces qui sont éclairées et celles qui sont dans 
Tombre. 

La théorie du lavis a pour objet d'étudier les différences 
d'éclat ou de couleur que présentent ces surfaces en ayant 
égard : 

l^ A la manière dont leurs différents éléments reçoivent 
la lumière directe ou les reflets ; 

2® Aux positions que ces éléments occupent par rapport 
au spectateur. 

Elle donne la marche à suivre pour rendre ces différences 
sur les dessins à l'aide de couleurs, couleurs parmi lesquelles 
nous rangerons Tencre de Chine ou tout autre ton servant à 
produire les effets de l'ombre. 

La théorie du lavis sera basée sur l'étude de trois principes : 

i<* Le principe des orientations; 

^ Le principe des couleurs; 

3® Le principe des distances. 

Principe des orientations. — L'orientation d'un plan 
ou d'un élément plan de surface dépend de la position qu'oc- 
cupe ce plan. 
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1° Par rapport aux corps lumineux, 2<> par rapport aux 
rayons visuels qui émanent du spectateur. 

Rayons lumineux et rayons visuels. — Dans le 
dessin géométrique, les rayons lumineux sont parallèles et 
ont leurs deux projections inclinées à 43® sur la ligne de 
terre. 

Le spectateur est supposé placé à Tinfini, soit au-dessus 
du plan horizontal, soit en avant du plan vertical, cela 
dépend de la projection qu'il regarde. Dans tous les cas, 
les rayons visuels sont perpendiculaires au plan sur lequel 
se fait la projection. 

' Corps dépolis et corps polis. — La lumière, en frap- 
pant la surface d*un corps, peut être renvoyée de deux 
manières différentes suivant que ce corps est dépoli ou poli. 
Dans le premier cas, la lumière est diffusée dans tous les 
sens ; dans le second cas, elle est réfléchie spéculairement. 

Expérience sur les corps dépolis. — On prend un 
plan parfaitement dépoli, une plaque recouverte de plâtre, 
par exemple, ou de papier blanc non glacé que Ton éclaire 
par la lumière solaire. 

Ce plan s'éclaire uniformément et paraît d*une teinte 
blanche parfaitement unie. 

On prend un tube, 
noirci intérieurement 
au noir de fumée pour 
éviter les réflexions 
intérieures, et à Taide 
de ce tube on regarde 
le plan dans toutes les 
directions. 

L'extrémité ouverte 
paraît un rond blanc 
d'un certain éclat, 
dont il est impossible 
de saisir les variations 
quand on change Tinclinaison du tube, excepté lorsque Ton 
est très-près de Fincidence rasante, auquel cas il se produit 
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un assombrissement dû aux aspérités de la surface qui 

se recouvrent les unes les autres et qui présentent chacune 

leur partie dans Tombre. 
Ces effets sont les mêmes que ceux qui se produisent 

avec une plaque de métal rougie au feu et devenue source 

de lumière. 

On peut faire Texpérience d'une 
manière plus concluante. On prend 
un prisme de plâtre dont Tune des 
arêtes est bien vive et on Téclaire 
de telle sorte que deux de ses faces 
AB, AC, paraissent également écla- 
tantes. 

Avec le tube précédent, on re- 
garde Taré te A, et quelle que soit 
la direction du tube, les deu^ 
faces paraissent également lumi- 
neuses. 

Conséquences. — 1® Un élément plan d une surface 
dépolie se conduit, une fois éclairé par une source de lumière, 
comme un corps lumineux par lui-même. 
2** L'intensité des rayons émis par la surface est propor- 
tionnelle au cosinus de 
l'angle fait par les rayons 
émis avec la normale à la 
surface. Nous nommerons 
cet angle l'angle d'émis- 
sion. En effet : soit Q la 
quantité de rayons émis 
normalement par un élé- 
ment de surface égal à A; Q' la quantité émise par le 
même élément sous l'incidence a. 

Les premiers forment un cylindre dont la section droite 
est MN = A. 

Les seconds en forment un autre de section droite 
M'N' = MN cos a = A cos a. Puisque, vu sous ces deux 
directions, l'élément parait également éclatant, c'est que les 




I ' 
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quantités de rayons reçus sur l'unité de surface en section 
droite sont égales dans les deux cas. 
Ces quantités sont: 

Q Q' 

—7— pour la direction normale, et dans la 2® direc- 

A A cos a 

tion. 

Q O' 

On a donc : -r— = -r— ^ — Q' = Q cos a; c. q. f. d. 

A A cos a ^ 

3** L'éclat apparent d'une surface dépolie ne dépend pas 
de la position du spectateur, mais uniquement de l'intensité 
de la source lumineuse et de Tangle sous lequel la lumière 
directe frappe cette surface. 

4® Sur une surface dépolie, éclairée par une source unique 
de rayons lumineux, les lignes d'égal éclat apparent sont 
les lignes d'égal éclairement. 

Ëclairexnent total. — Éclairement unitaire ou 
spécifique d'une surface plane. — L'éclairement total 
d'une surface plane égale à A est la quantité totale Q de 
lumière reçue par cette surface. 

L'éclairement unitaire ou spécifique serait la quantité de 

lumière -y- reçue par l'unité de surface. 

A. 

L'éclairement spécifique est important à considérer. Une 
surface dépolie nous semblera également éclatante si son 
éclairement unitaire ou spécifique est le même partout. 

Théorème. — L'éclairement unitaire d'un élément de 
surface est proportionnel au cosinus de l'angle d'incidence 
des rayons lumineux. 

En effet, soit ABGD un prisme à section droite carrée, ser- 
vant d'enveloppe à toute une série de rayons lumineux en- 
quantité Q, un premier plan P, normal aux rayons lumineux, 
recevra une quantité de lumière représentée par Q. 

Soit A la section droite du prisme, l'éclairement unitaire 

du plan P sera : E = -y-. 

A. 

Un plan P' incliné sur le plan précédent d'un angle a sera 
coupé par le prisme suivant une section de surface égale 
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La quantité de lumière reçue sera toujours Q et 



cos a ^ 

réclairement unitaire.... Ej = 



A 

On a donc : E^ = E cos a ; c'. q. f. d. 

Conséquence. — Sur une surface dépolie, les lignes 
d'égal éclairement et par suite d'égal éclat senties lignes 
d'égale incidence. 

Rayons de reflets ou indirects. — Si la lumière 
solaire était unique, si elle ne donnait pas lieu à des reflets, 
tous les points dans Fombre seraient absolument noirs. Or, 
il n'en est rien ; ces points sont dans des demi-teintes d'éclat 
yariable. Les ombres sont donc éclairées par des rayons 
indirects que nous nommerons rayons de reflets et dont nous 
allons étudier la nature et les effets. 

Les rayons de reflets ou indirects peuvent provenir de la 
masse d'air environnante ou des objets situés dans le voi- 
sinage. 

Nous ne nous occuperons de cette seconde espèce de 
reflets que dans le dessin d'architecture, et nous admettrons 
ici que les objets que nous représentons sont comme des 
aérostats isolés au milieu de l'atmosphère et à une distance 
assez grande de la terre pour ne pas en éprouver les reflets. 

Courbe représentative des reflets atmosphé- 
riques. — Sans chercher à les justifier théoriquement, 
nous admettrons les résultats qui suivent ; ils ne sont pas 
complètement exacts, mais nous en tirerons des consé- 
quences simples se rapprochant suffisamment de la réalité. 

Lorsqu'on regarde le ciel avec une lunette dont l'objectif 
est remplacé par un verre dépoli, l'éclat maximum de ce 
verre a lieu lorsque l'on fixe le soleil. Lorsque la direction 
s'en éloigne, l'éclat diminue très-rapidement, si bien que 
pour un angle de 3o® du soleil, l'éclat est environ quatre 
fois plus faible que pour un angle de 3®. Cet éclat passe 
par un minimum qui répond environ à un angle de 90^, 
augmente ensuite faiblement, et repasse par un maximum 
relatif pour un angle de 180®, c'est-à-dire par le point du 
ciel directement opposé au soleil. 
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Soit M un élément plan très-petit sur lequel agissent 
toutes les sources de lumière directe ou indirecte émanant 
du soleil ou de l'atmosphère. Si de ce point nous menons 
des rayons vecteurs dans toutes les directions, et si nous 
portons sur ces rayons des longueurs proportionnelles aux 
intensités lumineuses dont nous venons de parler, nous 
aurons une courbe représentative qu'il suffira de faire tour- 
ner autour de SM pour avoir 
la surface représentative des 
éclairements dus à la lumière 
directe et aux reflets atmos- 
phériques sur un plan qui 
serait chaque fois normal aux 
rayons vecteurs. 

Cette courbe présente deux 
maxima : le premier, très- 
considérable, correspond aux 
rayons directs SM ; le second, 
beaucoup moins intense, cor- 
respond aux rayons inverses 
S'M ; et un minimum que Texpérience seule pourrait déter- 
miner et que nous ferons correspondre, pour simplifier, aux 
directions ME, ME' perpendiculaires sur le rayon direct. 

Rayon atmosphérique principal. — Les choses se 
passeront donc à peu près comme si nous avions deux soleils, 
l'un dirigé suivant la direction MB, qui serait le plus lumi- 
neux et qui nous enverrait les rayons directs; l'autre dirigé 
suivant MS' et qui nous lancerait des rayons que nous 
appellerons rayons atmosphériques principaux. 

Il faudrait y joindre, cependant, une infinité d'autres 
sources de lumière symétriquement placées par rapport à 
la ligne SS' et envoyant des rayons dont les effets sur un 
plan donneront en se totalisant des éclairements repré- 
sentés en grandeur par les rayons vecteurs MD, ME nor- 
maux aux plans. Nous nommerons ces rayons indirects les 
rayons atmosphériques ordinaires. 

Conséquences. — 1® Si nous masquons le soleil à un 
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élément de surface, cet élément sera éclairé par les rayons 
indirects qui lui viendront du ciel ; 

2** Plus il y aura de rayons indirects qui seront masqués, 
plus l'ombre sera noire, et inversement; 

3® De deux éléments placés dans Tombre, celui qui sera 
normal au plus grand rayon vecteur sera le plus éclairé ; 

4® L'ombre portée par un corps sur un autre diminue d'in- 
tensité lorsque la distance relative augmente: en effet, lorsque 
l'objet qui porte ombre est placé près, il masque un plus 
grandnombre de rayons atmosphériques que lorsqu'ilest loin ; 

8® La ligne d'ombre propre, ayant ses éléments normaux 
à la direction des rayons vecteurs les moins intenses, sera 
plus noire que tout autre élément de surface pris dans 
l'ombre propre, sans être cependant complètement noire ; 

6** Lorsqu'une surface courbe possède une de ses régions 
dans l'ombre portée par une autre surface, cette région ne 
reçoit plus ni les rayons directs ni les rayons atmosphériques 
voisins des rayons directs et qui sont les plus intenses. 

Prenons deux éléments de surface, l'un voisin de l'incidence 

normale m et l'autre m' voisin 



/^ 



/ /P 



».-' 



de la ligne d'ombre propre : 
Pour fixer les idées imagi- 
nons que l'écran E, qui pro- 
jette une ombre soit très- 
grand. L'élément m reçoit les 
rayons atmosphériques com- 
pris entre le plan mp et le 
plan tangent mq, lesquels 
viennent le frapper très- 
obliquement , et l'éclairent 
très-peu. 
L'élément m', à son tour, re- 
çoit les rayons bien plus nombreux, compris entre mp' et m'q 
parmi lesquels un grand nombre le frappent normalement. 
L'élément m' sera donc plus éclairé que m. 

Conclusions. — (A) Dans l'ombre propre, un élément 
n sera d'autant plus éclairé par l'ensemble des rayons 
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atmosphériques qu'il Feût été davantage par le rayon 
atmosphérique principal supposé existant seul. 

(B) Dans l'ombre portée, un élément m ou m' sera d'autant 
plus sombre qu'il eût été plus clair, si cette ombre portée 
n'eût pas existé. 

(G) Les lignes d'égales teintes dans l'ombre portée seront 
les mêmes que si cette ombre n'existait pas; seulement les 
zones qu'elles sépareront seront d'autant plus noires qu'elles 
eussent été plus éclairées sans l'existence de cette ombre 
portée . 

(D) Dans l'ombre propre, les lignes d'égales teintes se tra- 
ceront en faisant l'hypothèse d'un soleil fictif, existant seul 
et directement opposé au soleil réel. Par conséquent, si le 
corps est dépoli, les lignes d'égales teintes étant les lignes 
d'égale incidence, on les obtiendra en continuant le tracé de 
celles qui correspondent à la partie éclairée de la surface et 
comme si les rayons directs étaient susceptibles de les 
atteindre. 

Lignes d'égales teintes sur une sphère dépolie 
(Épure). — Le rayon lumineux a été rendu parallèle au 
plan vertical, nous désignerons par cp l'angle qu'il fait avec 
la ligne de terre. 

On a tang cp = 

2 

Le plan MN d'incidence normale est le point le plus 
clair. Leslignes d'égale incidence et par suite d'égales teintes 
s'obtiendront en coupant par des plans perpendiculaires 
au rayon lumineux. Le nombre de ces plans est arbitraire 
ainsi que leurs distances relatives. 

On a pris 7 plans équidistants, ce qui correspond à des 
angles d'incidence dont les cosinus décroissent en pro- 
gression arithmétique. 

Les lignes ainsi, obtenues ont été désignées par des 
nombres positifs dans la partie en lumière et par des nom- 
bres négatifs dans celle qui est dans l'ombre. La ligne 
d'ombre propre est la ligne de teinte n<> 0. 

En prenant pour nouvelle ligne de terre la droite à 45°, 
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Xi yi la sphëre se présente comme si elle était en pro- 
jection verticale avec le rayon lumineux ramené à 45**. 

En prenant x^ j/j pour ligne de terre, on voit la àphère 
en projection horizontale. 
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Remarque. — Dans une sphère dépolie, la zone la plus 
claire est très-voisine du contour apparent, 

(il smvre.) 



NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. Combler, ingénieur en chef des ponts et chaussées. 



La note qui suit, en s'appliquant à qtielques prohlèmet dont la solution 
géométrique est connue, a pour but simplement de montrer le secours que 
peut rendre le calcul dans Vétude des solutions des problèmes de géométrie^ et 
comment on peut, dans certains cas, déterminer les éléments d'une figure 
qu'on ne pourrait construire avec la règle et le compas^ d*après les seules 
données. 

I. Théorème. — Soient a, 6, c les côtés d'un triangle 
rangés par ordre de grandeur croissante ; 

s sa surface ; 

o' b' c' les hauteurs de ce triangle respectivement opposées 
aux côtés a, 6, c. 

Je suppose qu'il soit possible de construire un triangle 
avec a\ h' et d pour côté (ce qui n'a pas toujours lieu), et 
je désigne par s' la surface de ce second triangle en même 
temps que j'appelle a", 6", c" ses trois hauteurs. 

Avec a" y 6", c" pour côtés, je décris un troisième triangle 
ayant pour hauteurs correspondantes a'", b'\ c"'\ puis avec les 
trois hauteurs de ce troisième triangle pour côtés, j'en cons- 
truis un quatrième et ainsi de suite indéfiniment; je dis : 

1® Que tous les triangles de rang impair sont semblables entre 
euXy que tous les tnangles de rang pair sont également semblables 
entre eux, mais non aux premiers. 

2® Que la série des surfaces de tous ces triangles s, s', s'', etc.^ 
forme une progression géométrique décroissante. 

En effet on a : 25 = aa = bb' = cd 

25' = aV = bV = cV 

et par suite — = = —7- = (i) 

^ s a b c 

Donc le troisième triangle construit avec a", 6" et c" pour 

côtés est semblable au premier construit avec a, 6 et c pour 
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côtés, et si on appelle s^' la surface de ce troisième triangle, 

on aura : — = [-^) . (2) 

Les surfaces des triangles semblables étant entre elles 
comme les carrés des côtés homologues, la comparaison des 
équations (1) et (2) donne 



s* 


o"« 


s" 


s» 


s'> — ss" 


s 



d'oïl 

La surface s' est donc moyenne proportionnelle entre celle 
du triangle précédent et celle du suivant. 

Le théorème énoncé est donc démontré. 

La raison de cette progression dépend du rapport des 
côtés du triangle qui sert de point de départ. 

II. Théorème. Soient a, b, c les trois côtés d'un triangle ; 

s sa surface ; 

a', b'y c' les trois lignes médianes correspondant aux côtés 
a, 6, c; 

s' la surface d'un second triangle construit avec les trois 
lignes médianes du premier triangle, pour côtés a", 6", c" 
les trois lignes médianes de ce second triangle; ^ 

s" la surface d'un troisième triangle construit avec a", 6", c" 
pour côtés ; 

s'" la surface d'un quatrième triangle construit avec les 
trois lignes médianes du précédent et ainsi de suite indéfi- 
niment. 

Je dis : 

1® Que tous les triangles de rang impair sont semblables entre 
eux, que tous les triangles de rang pair sont également semblables 
entre eux, mxiis non aux autres ; que le rapport de similitude d'un 
triangle au suivant dans chaque série est constant et égal à 3/4. 

^ Que la série des surfaces s, s', s", s'", . . . forme une progres- 
sion géométrique dont la raison est 3/4. 

En vertu d'un théorème connu on a dans le premier 

4a'* = 26* + 2C* — o* 

triangle ] 46'» = 2a« + ^c» — 6' (1) 

4c'* = 2a« -[- 26» — c» 
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de même que dans le second 

4tt"« = 26'« + 2c'« — a'« 
et en vertu des équations (1) 

^ ' 2 ' ' 2 2 2*4 

d'oîi a"* = -^ a« 0"= — a 

10 4 

3 
on aura de même 6" = — b 

4 

c'' = — c. 
4 
Donc le troisième triangle est semblable au premier 

comme il Test au cinquième, etc., et le rapport de simili- 
tude d'un triangle de la série impaire, ou de la série paire au 
précédent est bien égal à 3/4. 
Pour calculer la surface s on se servira de la formule 

s = — )/ 4a'»6'« — (a* + 6'« — c'«) ' 
4 
dans laquelle on remplacera a'*, 6'* et c* par leur valeur 

tirée des équations (1) et on aura 



,^iT/ (2&» 



+ 2C« — o») ( 20" + 2C* — b*) (5c« — o* — 6») ■ 



4' 4 16 

et en effectuant les calculs 

ï = -^ V 9 (— a* — 6* — c* + 2a*6* + 2a«c» + 26V) 
10 

S = -V- V 4o«6« — (a« + 6» — c2) * = — « 
16 ^ ^ ' 4 

mais le rapport de similitude du triangle s" au triangle s 

3 

étant 3/4 on a : s" = —7^ s = — s'. 
'^ ib 4 

La série des surfaces s, s', «"; forme donc une pro- 
gression géométrique dont la raison est 3/4. 

La somme des surfaces s + s' + *" + prolongée 

indéfiniment a donc pour limite 

s 

4 {A suivre.) 

JOUailAL DB MATH. 1879. 6 
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MÉLANGES 



HISTOIRE DES MATHEMATIQUES 

Par le D' Henri Sater, de 2Eiirich, traduite par M. A.-G. Melon. 

[Suite, voir tome II page 311.) 



LA SCIENCE CHEZ LES GRECS 

Son importation. — Ses progrès Jusqu'à la fondation de l'Éoole 

d'Alexandrie. 

Les sciences appliquées, nous Tavons déjà fait remarquer, 
ne jouissaient pas, à Técole platonicienne, de la même 
faveur que les sciences abstraites. Par suite, Tastronomie 
n'a pas fait de progrès sensibles dans la période qui s'est 
écoulée depuis Platon jusqu'à Aristarque. La spéculation 
philosophique avait encore des racines trop profondes pour 
que les efforts isolés de quelques hommes pussent ébranler 
son ancienne domination. Le grand Platon lui-même était 
un adepte zélé du mysticisme pythagoricien, et, partant, 
un ennemi déclaré de toute conception plus réelle, plus 
tangible. Nous n'approfondirons pas ici ses opinions spé- 
ciales sur l'essence des choses de la nature, opinions qu'il 
a fait connaître dans plusieurs de ses ouvrages, particuliè- 
rement dans le Timée; elles n'ont aucune importance sérieuse 
au point de vue du développement ultérieur de l'astronomie. 
Nous nous bornerons à un rapide examen des théories du 
mathématicien déjà cité Eudoxos de Knide, 

Ce dernier résida longtemps en Egypte ; et, d'après Séné- 
que {Quœst, nat.j 1. VII), il rapporta de ce pays la connais- 
sance des mouvements planétaires. Quoi qu'il en soit, il est 
certain qvLEndoxos a, le premier, cherché à expliquer le 
mouvement irrégulier des planètes ; les Ioniens et * les 
Pythagoriciens ne l'avaient pas encore étudié de près ; ils 
avaient attribué à chaque planète une sphère de rotation 
déterminée, unique. Aristote {Métaph., XII, 8) nous expose 
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les essais HEudoxos pour expliquer ces irrégularités. Il 
avait, à cet effet, supposé quatre sphères dans lesquelles la 
planète se mouyait en même temps : la première sphère 
était celle des étoiles fixes; c'était celle qui produisait le 
mouvement diurne; la seconde déterminait le mouvement 
dans réclip tique et donnait la longitude ; la troisième avait 
son axe également perpendiculaire à Técliptique, mais elle 
tournait dans une direction opposée à la direction de la 
seconde sphère, ce qui devait expliquer le mouvement 
rétrograde; et, enfin, la quatrième servait à expliquer les 
changements en latitude. Pour les mouvements du soleil 
et de la lune, Eudoocos n'admettait que les deux premières 
et la dernière sphère. Ces hypothèses à'Eudoxos, bien que 
difficiles à comprendre et correspondant peu aux phéno- 
mènes naturels, trouvèrent un crédit assez considérable 
chez les astronomes de Tépoque; elles ont, dans tous les 
cas, beaucoup contribué à Tédification de la théorie à'Hip- 
parque. Eudoccos aurait été aussi un habile observateur; on 
montrait à Knide^ longtemps après sa mort, la tour oii il 
avait fait ses observations. 

A cette époque, les sciences physiques reçurent une impul- 
sion puissante et subirent une réforme féconde de la part 
d'un des plus grands philosophes de tous les temps, du 
génie universel de l'antiquité, à!Aristote^ élève de Platon, 
Cet homme célèbre naquit en l'an 384 avant J.-G. à Stagira, 
en Macédoine. Il déploya dès sa jeunesse un grand zèle à 
s'instruire et à pousser ses investigations dans toutes les 
parties de la science humaine. La renommée de Platon 
l'attira à Athènes dans sa dix-septième année. Il profita 
pendant vingt ans des enseignements de Wa/on; puis, après 
la mort de ce philosophe, il se rendit à l'appel de Philippe 
de Macédoine qui lui confia l'éducation de son fils Alexandre. 
Aristote exerça une grande influence sur l'esprit et le carac- 
tère du fils de Philippe. Lorsqu' Alexandre entreprit la cam- 
pagne de Perse, Aristote se retira à Athènes et y fonda au 
Lycée la célèbre école péripatéticienne, tandis que les 
élèves de Platon, sous la conduite de Xénocrate, occupaient 
l'Académie. 
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Des persécutions qu'il s'attira par ses théories et provo- 
quées par la défaveur de son ancien élève, le grand 
Alexandre, le forcèrent, dans un âge avancé, à quitter 
Athènes et à se. retirer à Ghalkis dans Tile d!Eubœa oli il 
put s'adonner, sans trouble, à ses études favorites jusqu'à 
sa mort qui arriva en l'an 321 avant J.-G. 

Le principe de la philosophie naturelle d'Aristote consiste 
à rassembler les observations et les expériences afin de 
remonter, par déduction logique, aux principes des choses. 
Et cette voie aurait été vraiment la seule bonne pour con- 
duire à la connaissance des phénomènes et des lois de la 
nature, si les subtilités dialectiques de sa métaphysique 
ne l'avaient souvent fait aboutir aux théories les plus 
bizarres. Il voulait aussi transporter dans le domaine des 
sciences naturelles la logique rigoureuse des mathématiques 
pures, et il commit la faute grave de subordonner la ma- 
tière, les faits matériels, à la forme. Ses conclusions har- 
dies, souvent « géniales », souvent étranges, furent rarement 
bien comprises, et fournirent à la postérité prétexte aux 
interprétations les plus diverses. C'est ainsi que les théories 
du premier et du plus grand empirique de Tantiquité eurent 
la singulière fortune de rester pendant des siècles les lois 
fondamentales de la théologie scolastique du moyen âge, et 
que la gloire d'avoir donné définitivement la victoire et la 
suprématie aux sciences de la nature ne se rattache pas 
au nom d'Aristote. Mais son grand mérite reste toujours 
d'avoir, par son intelligence claire et pénétrante ainsi que 
par sa logique rigoureuse, porté l'unité et l'ordre dans le 
grand chaos des sciences, et d'avoir ainsi prescrit à cha- 
cune d'elles sa voie précise et certaine. 

C'est dans les écrits « ITept toO oupavou », « npoêXT^fxaxa (j^t^ix*" 
vtxà », et « 'Axpodtffeiç cpuffixa^ », q^'Aristote a consigné ses opi- 
nions sur l'astronomie, la mécanique et l'histoire naturelle. 

Nous serions entraînés trop loin si nous voulions examiner 
de près ses. nombreuses propositions et théories. Nous n'ajou- 
terons que quelques mots pour caractériser sa philosophie. 
Dans le livre « Ilepl toO oupavoîî », Aristote s'exprime comme il 
suit sur la forme sphérique du ciel et de l'univers ; « Le 
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cercle étant la plus parfaite de toutes les surfaces parce 
qu'il n'est limité que par une seule ligne, fermée en elle- 
même, la sphère est aussi le plus parfait de tous les corps, 
car elle se produit par la rotation du cercle. Mais le ciel doit 
avoir la forme la plus parfaite; donc il est sphérique. » En 
outre, il n'admet en dehors du ciel aucun espace vide, ce qui 
est aussi pour lui une preuve de la forme sphérique du ciel, 
parce qu'un corps anguleux, dans sa rotation, ne remplirait 
pas partout le même espace. — Au sujet de la forme sphé- 
rique de la terre, Aristote reste plus volontiers sur le terrain 
de l'observation. Ici il fut le premier qui présenta comme 
preuves les raisons admises encore aujourd'hui. « Si l'on 
s'avance, dit Aristote, vers l'occident ou vers le septentrion, 
les étoiles se lèvent devant nous de plus en plus haut; par 
conséquent la terre est recourbée dans les deux directions. » 
Il conclut en outre la forme sphérique de la terre de ce fait 
que, dans les éclipses de lune, l'ombre de la terre est tou- 
jours circulaire. Enfin il en donne comme t^ause la tendance 
des parcelles pesantes de la terre à tomber vers le centre de 
celle-ci; c'est pourquoi elles doivent être situées à égale 
distance autour de son centre, et former une sphère. 

La théorie du mouvement appartient aux spéculations les 
plus subtiles de la métaphysique d'Aristote, mais nous ne 
développerons point les grandes et étranges séries d'argu- 
mentations et de conclusions de notre philosophe ; ce serait 
fatigant pour le lecteur. Pour terminer, nous nous borne- 
rons à citer sa démonstration de la perfection du monde. «Les 
choses, dit-il, dont le monde se compose, sont toutes des 
corps solides ; elles ont donc trois dimensions. Mais trots est 
le plus parfait des nombres : il en est le premier, car un 
n'est pas encore un nombre et au lieu de deux on peut dire 
un couple (1); mais trois est le nombre par lequel nous pou- 
vons désigner tout ; en outre, le nombre trois a un commen- 
cement, un milieu et une fin.» — Cette dialectique de sophiste 
serait bien propre à diminuer considérablement à nos yeux 



(1) Beide; i^iù en grec. Le français n'a pas de synonyme comme l'alle- 
mand et le grec. 
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la gloire d'Aristote, si nous n'apercevions dans d'autres 
directions l'éclat de son esprit pénétrant et lucide. 

Les mathématiques pures n'étaient considérées, dans 
l'école d'Aristote, que comme une science auxiliaire ; c'est 
pourquoi cette école n'a pas donné à cette science d'accrois- 
sement remarquable. Aristote était d'ailleurs très-versé 
dans les mathématiques, témoin les nombreux passages de 
ses écrits dans lesquels il s'appuie sur des théorèmes mathé- 
matiques ou bien les discute. Les principes fondamentaux 
exercèrent aussi son talent dialectique, et l'on doit à sa 
logique rigoureuse l'avantage, qui ne saurait être estimé 
trop haut, d'une démonstration plus claire. 

Bien que nous ne puissions attribuer à Aristote ou à ses 
élèves aucun progrès essentiel en mathématiques, cependant 
deux d'entre eux ont fait une œuvre utile : ils ont exposé 
le développement historique de la science jusqu'à cette 
époque, et, par là, ils ont contribué indirectement à la 
réunion des éléments par Euclide. Ces deux disciples ont 
déjà été cités plusieurs fois; ce sont Théophrdste à'Erèse^ 
et Evdème Aq Rhodes. Tous deux ont écrit une histoire de la 
géométrie et de l'astronomie jusqu'à Aristote ; malheureu- 
sement ces deux ouvrages sont perdus. C'est particulière- 
ment à ces dernières sources que puisèrent les auteurs qui 
ont écrit sur les découvertes astronomiques et mathéma- 
tiques des philosophes grecs. C'est à Eudème que nous 
devons les quelques rayons de lumière qui nous permettent 
parfois de jeter un rapide coup d'œil dans la période téné- 
breuse qui précède Euclide, 
^11 nous reste à citer trois hommes qui vivaient à l'époque 
d'Aristote et qui se sont distingués dans l'astronomie et la 
géographie. Ce sont Dikaearchos de Messine, Autolykos de 
Pitomœa, et Pytheas de Massilia (Marseille). 

Le premier est connu pour ses mesures de hauteur de 
diverses montagnes par des procédés géométriques, et pour 
sa géographie de la Grèce. Nous avons d!Aulolykos deux 
ouvrages d'astronomie sur l'ascension et la déclinaison des 
étoiles, et sur la sphère mobile; ils ont été traduits et 
expliqués par divers commentateurs. Le plus célèbre est 
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PytheaSy né dans la colonie grecque de Marseille; il se fit 
dans l'antiquité une grande renommée par ses voyages 
fabuleux. On rapporte qu'il pénétra, dans le nord de l'Europe, 
jusqu'à nie de Thulé qui est aujourd'hui généralement dési 
gnée sous le nom d'Islande. Il se distingua aussi en astro- 
nomie par les observations qu'il fit à Marseille ; il arriva à 
déterminer les latitudes de plusieurs stations d'une manière 
assez précise. Strabon, dans ses écrits, parle de ce savant 
en plusieurs endroits et fait de son mérite un grand éloge. 
Lorsque la nation grecque eut son indépendance ravie par 
les rois de Macédoine, Philippe et Alexandre, les sciences se 
retirèrent toujours davantage de son sein. Athènes ne fut 
pas le centre autour duquel gravitèrent les forces vives de 
l'empire macédonien. Aussi l'Egypte, avec sa nouvelle ville 
Alexandrie, s'éleva-t-elle rayonnante au-dessus de tous les 
autres États que fit naître le partage de l'empire, et la Grèce 
fut éclipsée et reléguée au dernier plan, dans Tobscurité. 
L'étude rationnelle des sciences positives fit place en Grèce 
à une philosophie spéculative toujours plus profonde et plus 
nuageuse, tandis que sous la direction de Ptolémée elle fut 
cultivée avec le plus grand éclat, et atteignit cette élévatiop 
admirable qui, durant seize siècles, laissa bien au-dessous 
d'elle la culture européenne. 

(A suivre.) 



CONCOURS ACADEMIQUES 



ACADÉMIE DE CAEN 

Concours de 1867. 

— Résoudre le système d'équation ax -}- by = i 

a 6 _ 

X y ^ 
dans lesquelles a et 6 désignent des quantités positives. Discuter. 

— ProuTer que, si Ton mène la bissectrice de chacun des angles exté- 
rieurs d'un triangle et que Ton prolonge chaque bissectrice jusqu'au côté 
opposé à l'angle, les trois points d'intersection sont en ligne droite. 



— 88 — 

Concours de 1868. 

«- Prouver que, si trois circonférences ont une corde commune, si d'un 
point de Tune d'elles on mène des tangentes aux deux autres, le rapport de 
ces tangentes est constant. 

Concours de 1860. 

P Q 

— Résoudre Téquation 7 h — 7^ — = r. 

coséc X séc X 

— Etant données deux circonférences sécantes , on mène les quatre 
tangentes aux points d'intersection; puis on projette le centre de chacune 
des circonférences sur chacune de ces tangentes, ce qui donne huit points 
qui se réduisent à six ; démontrer que ces six points sont sur une même 
circonférence. 

Concours de 1870. 

— Inscrire dans un quadrilatère donné un parallélogramme de surface 
donnée, et dont les côtés sont parallèles aux diagonales du quadrilatère. 

— On a, dans un plan, deux circonférences de centres G et G', qui se 
coupent aux points I et J. D'un point quelconque de IJ, on mène une tan- 
gente MA à la circonférence G, et une tangente MA' à la circonférence G'. 
On joint les points de contact A et A' par la corde AA', qui rencontre les 
circonférences B et B'. Démontrer que les rayons GA, G'B' sont parallèles^ 
ainsi que les rayons GB et G'A'. 

a c ttc 

— Justifier la formule — x — = -r-r-, dans laquAle a, 6, c, d, re- 
présentent des nombres quelconques. 

Concours de 1872. 

— Etant données deux tangentes à une circonférence, mener, par un point 
de la circonférence, une tangente limitée aux deux premières, telles que la 
partie comprise entre les deux 'tangentes soit d'une longueur donnée. 

— Résoudre le système a?' 4- j/^ 4- a^ = 14. 

a?!/ + a;» — î/2 = 7, 
aï + î/ + 2=6. 

Concours de 1873. 

— On donne un cercle et deux tangentes rectangulaires. Mener une troi- 
sième tangente telle que le triangle formé par ces trois tangentes ait une 
surface donnée. Maximum et minimum du triangle. 

— inscrire et circonscrire une sphère à une pyramide triangulaire. Gal- 
culer les rayons de ces sphères : 1* dans le cas d'une pyramide triangulaire 
régulière dont les arêtes sont a et 6 ; V dans le cas d'un tétraèdre régulier. 
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BACCALAUREAT ES SCIENCES 



GAEN 1862. 



— Trouver les dimensions d'un parallélépipède rectangle connaissant la 
somme des douze arêtes, la somme des faces latérales et la somme des 
bases. 



DIJON 1873. 

— Une droite étant donnée par ses traces» on demande de constraire les 
traces du plan passant par cette droite et faisant un angle donné avec le 
plan qui la projette sur le plan horizontal. 

-— Par un point pris dans le plan d'un angle droit, on mène une droite 
mobile rencontrant les deux côtés de cet angle. Quel est de tous les triangles 
rectangles que Ton peut former de cette manière, celui qui a Taire minima? 

— Calculer les longueurs des bissectrices intérieures des trois angles d'un 
triangle rectangle en fonction des côtés de l'angle droit. 

— Couper un tronc de cône à bases parallèles par un plan parallèle aux 
bases de façon que la surface latérale soit coupée en deux parties équiva- 
lentes. 

— On donne une circonférence de rayon R et une droite située à une 
distance d du centre; construire un carré dont un côté soit une corde de 
la circonférence et dont le côté opposé soit sur la droite. — Discuter. 

— Construire un triangle isoscèle connaissant la base a et la longueur b 
des médianes aboutissant aux extrémités de cette base. Exprimer la valeur 
commune de ces côtés en fonction de a et &. 

— Les traces d'un plan font avec la ligue de terre des angles de 3o* 
et 45*. On demande les angles formés par ce plan avec les plans de pro- 
jection et avec un plan de profil. 



GRENOBLE 18S8. 

— Un convoi parti à 8 h. 3o m. du matin d'une des extrémités d'un 
chemin de fer de 471 kilomètres, doit mettre 6 h. 40 m. pour atteindre 
Tautre extrémité ; on veut qu'un autre convoi parti à 9 h. 40 m. rejoigne le 
premier à 356 kilomètres du point de départ; quelle doit être la vitesse 
moyenne de ce second convoi? 

— En supposant que la terre soit une sphère parfaite, trouver le rapport 
de la zone torride à la surface de la terre ; on sait que les tropiques sont 
à 23» 27' de réquateur. 
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MARSEILLE 1858. 

— Étant donnés les trois côtés d'un triangle ABC, savoir : 

AB = lySo™ 
BG = 1520» 
AC = lôoG» 
trouver la longueur de la bissectrice de l'angle A. 

— Un triangle équilatéral, un carré et un cercle ont chacun un périmètre 
de 4 mètres. Trouver le rapport de leurs surfaces. 



MARSEILLE 18S9. 

— Peut-on augmenter d'une méine quantité les lignes i , 2, 3 de manière 
à rendre possible la construction d'un triangle rectangle? Avec les résultats 
obtenus, calculer les angles de ce triangle. 



MARSEILLE 1860. 

— Une bille va de A en B, après avoir touché la bande CD d'un billard; 
on donne AB = 2 mètres. Les distances des points A et B à la bande CD 
sont respectivement i mètre et i<", 5o. Trouver la longueur du chemin que 
parcourt la bille. 

-^ On fait tourner un rectangle autour de ses deux côtés. Les deux 
volumes sont respectivement 40000 et 5oooo mètres cubes. Trouver la dia- 
gonale du rectangle. 



NANCY 18S7. 

1. — Une sphère creuse en cuivre ayant o™, 35 pour diamètre de surface 
extérieure est successivement pesée pleine de mercure et pleine d'eau; le 
rapport du premier poids au deuxième est égal à 5,20. On demande le 
volume de la couche sphérique. — Densité du cuivre, 8,78 ; densité du 
mercure, i3,6o. 

2. — Étant donné un cercle de 3", 5o de rayon, on mène une corde 
dont la longueur est i"',75. On demande en centimètres carrés les aires des 
deux surfaces suivant lesquelles le cercle est ainsi partagé. 

3. — Mener une tangente commune à deux circonférences. En appelant r 
et f' les rayons de ces circonférences, on donne r = o,o3; r' = o,o5. On 
demande quelle doit être la distance des centres pour que la tangente 
commune fasse un angle de 30° avec la ligne des centres. On examinera 
le cas de la tangente commune intérieure et de la tangente commune 
extérieure. 
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NANCY 1858. 

1. — Partager graphiquement, à l'aMe d'une circonférence concentrique, 
l'aire d'un cercle de rayon donné en deux parties qui doivent être entre 
elles comme les nombres 3 et 4. — En supposant le rayon de la circonfé- 
rence donnée égal à 2"',5o, calculer le rayon de la circonférence donnée à 
un centimètre près. 

2. — Dans un cercle dont le diamètre est égal à 5", on a inscrit un 
rectangle dont l'un des côtés est égal à 4". Par les sommets de ce rec- 
tangle, on mène des tangentes qui forment un quadrilatère circonscrit au 
eercle ; on demande la surface de ce quadrilatère, ainsi que ses angles. 



NANCY 1 860. 

1. — Un mobile descend un plan incliné, en parcourant une distance 
égale à 35"*. La projection de ce chemin sur un plan horizontal est égale 
à iS"". Le coefficient de frottement est 0,20. On demande le temps que 
mettra le mobile à parcourir la distance de 35". 

2. — La surface d'une sphère est 32 mètres carrés ; déterminer le volume 
d'an segment dont la base est déterminée par un plan sécant mené à une 
distance du centre égale à o",5o. 



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES 



QUESTION 123. 
Solution par M. Cordeau, élève à l'École Lavoisier (Paris). 

Dans le cas douUux du trianghy si Von connaît k,a,bet que 
Von considère les deux solutions : 

^° Les centres des deux cercles inscrits et des cercles eœ-ins- 
crits touchant le côté c sont sur une même circonférence ; 

^ Le produit des rayons des deux cercles inscrits et des deux 
cercles ex-inscrits louchant le côté b est égal au produit des 
surfaces des deux triangles ; 

3^ La somme des rayons des deux cercles inscrits et des cercles 
eoo-inscrits touchant le côté a est égale au double de la hauteur 
commune aux deux triangles. 

(Tucker — Educational Timss,) 
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1® Dans le quadrilatère inscripiible OiB'0\A, Tangle O^B'A 
est égal à l'angle Ofi'^k. 

Mais les angles ÂBK, GBB' sont égaux comme opposés par 

le sommet el comme le triangle 
CBB' est isoscële, Tangle ABK 
est égal à Tangle CBB' et par 
suite la moitié de cet angle ou 
ABO' est égal à O^B^A et par 
suite à OiO'jA. 

Dans le quadrilatère inscrip- 
tible OAO'B Tangle AOO' est 
égal à l'angle ABO' et par suite 
à AO'iOi. Donc son supplément 
O'OOj est égal au supplément 
de O'O'iOj et le quadrilatère 
00'0i0\ est inscriptible. 

R = p tg — , dans le triangle ABC 







2<» On a r = 



et 



r = 



B 



P 



B' 
R' = p'tg — , dans le triangle AB'G 



B' R' B 
mais — est le complément de — donc tg — = cotg 

Jê 2t ^ Jt 

et on a rr RR' = SS' 

3<> On a les relations suivantes entre r, le rayon du cercle 

inscrit dans ABC, r' celui du cercle inscrit dans AB'G, R 

celui du cercle ex-inscrit au triangle ABG, le long de BG et 

R' celui du cercle ex-inscrit au triangle AB'G le long de B'G. 

r _ T _ _R_ _ JR^ _ A 

p — a p — a p p 



d'oh 



ou 



a p p 2 

r + r' + R + K _ p — a 

p— a -\- p' — « + p+p' »* 

S • 

r + r ' + I^ + I^ P ^P ip — û) 

p — a ~ hc 



2 (p — <ï) + 2P 

Mais dans le triangle ABG, a* = b^ + c* — 2c. AH 
= 6« -f- c« — 2c (c + BH) 
d'où (6» + c» + 26c) — a» = 26c) + 2C (c + BH) 



d'oh 

ou encore 

on a donc • 
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(6 + c)« — a» = 2C (6 + c + BH) 

4P (P — o) = 2c (6 + c + BH) 

r + 7-' + R + R' h 



2 (p — a) -\- 2p 6 4" c + BH 

mais 2p' a -f- 6 4" ^ "t" 2BH) 

d'où 2(p — a) + 2p' = 2(6 + c + BH) 

Donc cette expression deyient 

6 + c + BH ""6 + c + BH 

et enfin r + r' + R + R' = 2A. 

Ifota. — Ont résolu la même question : MM. Sou, de Libourne, et^d'Ocagne, 
du collège Ghaptal, qui nous a envoyé une bonne solution quoique un peu 
longue. 



projections égale à OK'. 



QUESTION i2S. 
Solation par M. Dkslais, élève au Lycée do Mans. 

On donne un cercle C, un diamètre DD' et une corde KK 
perpendiculaire à ce diamètre. On prend sur la circonférence 
un point 0, que l'on joint aux extrémités D, D', K et K' du 
diamètre et de la corde donnés. Démontrer que la somme des pro- 
jections OD et OD' sur OK est égale à OK et la différence des 

(Duval.) 
Les projections de OD et de 
OD' sur OK sont OA etOB. On 
voit donc que pour démontrer 
la première partie du problème, 
il suffit de prouver que OB 

= ak; 

Du centre G abaissons sur 
OK la perpendiculaire CM. Les 
triangles lAD, IGM étant sem- 
blables, on a 
AI — IM AM 




AI 



IM 



ID ■" IG DI — IG GD 

De même, à cause des triangles semblables IBD' et IGM, 

IB _ IM _ IB + IM _ m^ 
IdT — le" " ID' + IG "~ GD' * 



on a 
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AM BM 

Donc -^1^ = -T^Ty- et comme CD = CD' 

AM = BM et par suite AK = OB. 
La différence des projections est AB. Prolongeons DA en 
D4. AD4 = BD' et par suite D'D| est égale et parallèle à 
AB. De plus arc OD' = arc KD^, arc KD = arc K'D, par 
suite arc D^D' = arc OK' et G^D' = OK' ou AB = OK'. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Legay, de Tarbcs; Chayanon, 
de Lyon; Lacroix, pensionnat Saint-Louis, à Saint-Etienne; d'Ocagne, col • 
iége Ghaptal; Vermand, de Saint-Quentin; Roulleau, Gélinet, d'Orléans; 
Longneyille, de Charleville; Bûcheron, de Moulins. 



QUESTION 426. 

Solation par M. Bohpard, Collège Stanislas. 

Etant données deux circonférences tangentes extérieurement au 

point A, mener par ce point deux cordes dont les segments 

AB, AG situés respectivement dans les deux circonférences soient 

rectangulaires et égaux entre eux. (Halle.) 

On sait que si l'on mène deux droites rectangulaires par 

le point de contact de 
deux circonférences 
tangentes, les rayons 
aboutissant au point oii 
chacune coupe respec- 
tivement chaque cir- 
conférence, sont paral- 
lèles, et par suite la 
droite BC passe par le centre de similitude externe. BA étant 
égal à AG, Tangle ABC vaut 45®. Soit donc D le centre de 
similitude externe de ces deux circonférences. Sur AD dé- 
crivons un segment capable de 45® qui coupe la circonfé- 
rence en un point B. Par A menons la perpendiculaire 
AB. Les droites AB et AG seront les droites demandées. 

Nota. ^ Ont résolu la même question : MM. Ailleret , de Versailles; 
d'Ocagne, collège Chaptal; Ghavanon, de Lyon; Huet, d'Orléans; Tessier; 
d'Angers; Combebiac, de Montauban; Vermand, de Saint-Quentin; Genin, 
de Gharlenlle; Raspilaire, de Saint-Étienne; Plomet, Collège Stanislas, 
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Panlne, dePassy; Schmitz, de la Rochelle; Hoc, de Longwy; Ginilq, lycée 
Fontanes; Monceau, d'Orléaas; Cordeau, École Lavoisfer; Gelinet, d'Orléans; 
Dapnisy de Grenoble; Perrot, d'Angers; Legay, de Tarbes. 

H. Vigneau, da lycée d'Angonléme, nous a adressé également une bonne 
solution de cette question généralisée. 



QUESTION 127. 
fSolatioii par M. Raspilairb, cours des mineurs, Saint-Etienne. 

Étant donnés deux points A. et B situés d'un même côté de la 
droite CD, trouver sur cette droite un point M tel qu'en le joi- 
gnant aux deux points A et B, l'angle AMG soit le double 

de BMD. 

Soit M le point cherché 

sur la droite, tel que ACM 

= 2 BMD. Si Ton mène la 

perpendiculaire indéfinie BE 

et la bissectrice de Tangle 

DMH, le point B, où ces 

deux droites se coupent, sera 

le centre d'un cercle tangent 

à CD et à AM prolongée d'oîi 

Ton peut déduire facilement 

la construction. 

Nota. -— Ont résolu la même question : MM. Genin, de Gharleville; 
Objois, de Moulins; Tissier, d'Àngouléme; Ailleret, de Versailles; Glin, 
lycée Corneille à Rouen; Perot, à Angers; Roulleau, Huet et Gelinet à 
Orléans; Cordeau et Joly, école Lavoisier; Faivre et Gindre, à Lons-le- 
Saolnier; Hoc, à Longwy; Corbeau, à Saint- Quentin ; Chesne, À La Flèche; 
Bûcheron, & Moulins; Bompard, collège Stanislas. 




QUESTIONS PROPOSEES. 



153. — Étant donné un cercle 0, et un point extérieur 
P, mener par le point P une sécante PAB, de façon que 
la partie intérieure AB soit vue du centre sous un angle 
égal à Tangle que fait la sécante PAB avec le diamètre PO. 

{De Longchamps.) 
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154. — On donne un cercle et une droite DD' ; soit 
AG une tangente quelconque de ce cercle, tangente qui 
rencontre en A la droite donnée DD'. On mène les bissec- 
trices des angles en A, et on projette le centre du cercle 
sur ces bissectrices; on demande: 1® le lieu de projection 
du centre sur les bissectrices ; 2® le lieu du point B oîi la 
tangente variable AG rencontre la projetante du point 
sur les bissectrices. {De Longchamps.) 

155. — Étant donné un parallélogramme ABGD, on pro- 
longe AB d'une longueur BB', et AD d'une longueur égale 
DD' ; on construit avec AD' et AB' un parallélogramme ; soit 
G' le quatrième sommet de ce parallélogramme ; démontrer 
que les droites B'D, BD' se coupent sur la droite GG'. 

{De Longchamps.) 

156. — Sur deux côtés consécutifs d'un carré ABGD, on 
décrit des circonférences ayant pour diamètre ces côtés, et 
l'on mène des tangentes MQ, NQ parallèles aux côtés du 
carré. Démontrer que le rayon du cercle 0, tangent aux 
deux premiers et à MQ, NQ, est égal au double du côté 
du carré, diminué de deux fois le côté du triangle équila- 
téral inscrit dans l'un des cercles précédents. {Perrin.) 

157. — Une droite de longueur et de direction constantes, 
appuie ses extrémités sur deux sphères données. On de- 
mande la courbe décrite par chaque extrémité sur la sphère 
correspondante. {Amigues,) 

158. — Soit le centre d'un cercle, ABG un triangle 
circonscrit, A', B', G' les points de contact des côtés BG, GA, 
AB ; si on désigne par R le rayon du cercle, par S et S' 
les aires des triangles ABG, A'B'G', on a 

g'2 

"^^ "^ ^* OA'B' . OA'G' . OB'G' 

{Amigues,) 

Le Rédacteur-Gérant, 
J. BOURGET. 



IMPRIMERIE CEN1RALE DES CHEMINS DE FER. — A. CHAIX ET G'«, 
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THÉORIE DE L'INCOMMENSURABILITÉ 

RÉDIGÉE d'après LES NOTES PRISES AU COURS DE M. SONGATLO 

Professeur au Collège Chaptal^ examinateur d'admission 

à l'École centrale 

Par Maurice Û^Otatgne, élève au Collège Chaptal, bachelier es sciences. 

[Suite; voir page 65.) 



IV. — Application à la racine carrée. —Théorème. 

— Lorsqu'un nombre entier A n'est pas carré parfait d'un nom- 
bre entier, sa racine est incommensurable. En effet, si celle 
racine n'était pas incommensurable, elle serait égale à une 

fraction -^ qu'on pourrait toujours supposer irréductible 

et on aurait A = (—7-) = -rr"* 

Or, 6 étant premier avec a, 6* Test aussi avec a*. Par suite 

a* 

— j— ne peut donner un nombre entier et l'égalité précé- 
dente est impossible. 

Il résulte de là que la recherche des racines conduira le 
plus souvent à des nombres incommensurables. 

Gomment donc pourra-t-on définir la racine dans ce cas? 
Pour établir cette définition, nous allons faire sur l'exemple 
actuel des raisonnements analogues à ceux que nous venons 
d'exposer d'une manière générale. 

Extraire la racine carrée de A à près, c'est chercher 

n 

le plus grand multiple de dont le carré soit contenu 

dans A. 

Supposons alors qu'on ait extrait la racine carrée de A avec 
les approximations 

I 1 I 

n n^ nP 

JOURNAL DE HATE. 1879. 
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et soient les racines approchées par défaut, et par excès 
correspondantes : 

mm M. M.' 



n ' w* ' • • • • ^p ' ^p 4- 1 

m + I m' + I [^ + ^ >"•' + ^ 



Nous allons faire voir que Tapproximation ainsi définie 
entraîne la croissance ou le stationnement de la racine. 
En effet, on a, par définition, 

-^— ) < A < -^— î- — 
nv I \ nP 



inM' < ^ < (■ 



ou . jx« < An2p < (|i. + i)« (1) 

|x'« < Ans/» + 2 < (|jl' + i)« (2) 

Multiplions l'expression (1) par n*, nous avons 

jxW < An2p + 2 < (jx + i)*w* (3) 

L'inégalité (2) exprime que [k est la racine à une unité 
près par défaut de An^P + ^ ; ^l est donc le plus grand nom- 
bre entier dont le carré soit contenu dans ce nombre. 

(xn est un nombre entier dont le carré est contenu dans 
Kri^p + 2 ^ mais ce n'est pas nécessairement le plus grand, car 
dans (3) la différence entre les racines des membres extrêmes 
est égale à », quantité généralement plus grande que i. 

Il résulte donc des inégalités (2) et (3) que Ton a 

ou divisant de part et d'autre part nP+> 

■>„V W 



^p+1 — IIP 

En comparant de même les derniers membres, on voit 
que fx' -f- I est le plus petit nombre entier dont le carré 
soit supérieur au nombre intermédiaire. 

On a donc, comme précédemment, 

fx' .f I < ((X + i) 1 

nP + < — nP ' 

L'inégalité (4) prouve que les racines approchées par 
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défaut vont en croissant en pouvant cependant rester station- 
naires par intervalles, et comme de plus elles sont toutes 
inférieures à une racine par excès quelconque, elles admet- 
tent une limite. De même, les racines par excès qui, d'aprës 
Tinégalité (S), décroissent ou stationnent, tout en restant 
supérieures à une racine par défaut quelconque, admettent 
une limite. 

De plus, la différence — entre une racine par défaut et 

la racine par excès correspondante pouvant devenir plus 
petite que toute quantité assignable, les deux limites sont 
les mêmes. 

C'est cette limite commune que Ton appelle racine du 
nombre A. 

Dans ce qui précède, nous avons pris pour dénomina- 
teurs des fractions exprimant les diverses approximations, 
les puissances successives d'un certain nombre n; faisons 
voir que pour obtenir la limite cherchée, il suffit de faire 
croître le dénominateur de la fraction considérée d'une 
manière quelconque. 

Pour cela prenons la racine carrée à une approximation 

- du nombre A. Soient — et — '^ — les racines correspond 
dantes par défaut et par excès, 

(î)' < ^ < Pr) 

OU multipliant par n*P 

— — < An^i» < ^ ^ / (6) 

D'autre part, nous avons obtenu plus haut 

jA* < An*P.< (liL + \Y (7) 

L'expression (6) nous montre que le carré de — est 

contenu dans An'P , et l'expression (7) que An*P est inférieur 
au carré de ja + i* ^^^ suite, 

anv ^ , ... « ^ [^ H" ^ 



0, ^ -1- \ fC\\ 
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En comparant de même (x a ^ ' ' — on a 1 inégalité 

^ ^ ^ — > (X ou — ■ — > -^ (9) 

Nous pouvons, laissant q fixe, faire varier p; alors les 

fractions !^~t — et — tendent, d'après la première partie 
nP nP 

de la démonstration, vers une même limite L, racine de A. 
On a donc, d'après (8) et (9), en remarquant que lors- 
qu'on passe à la limite les inégalités peuvent se changer 

en égalités, -- < L 

et ■ > L ou — > L 

g — q ^ q 

Par suite, L > > L — 



? — g 

Si maintenant on fait varier q d'une manière quelconque, 
mais de façon à le rendre plus grand que toute quantité 

donnée aussi grande qu'on voudra, tendra vers o et, par 

conséquent; à la limite, on aura 

lim = L 

q 

C'est là ce que nous nous proposions d'établir. 
On pourrait répéter les mêmes raisonnements que ceux qui 
précèdent pour une racine quelconque. 

V. — Calcul des nombres incommensurables. — 

VoxxtV addition eilsi soustraction aucune difiîculté ne se présente. 
On prend des valeurs aussi approchées qu'on veut des nom- 
bres incommensurables à ajouter ou à retrancher, et on 
opère sur ces valeurs suivant les règles connues. On obtient 
ainsi une valeur approchée de la somme ou de la différence. 
Mais, dans la multiplication, on cherche un nombre qui 
se compose avec le multiplicande comme le multiplicateur 
avec l'unité. Dans le cas qui nous occupe, il faudrait cher- 
cher un nombre qui se composât avec un nombre incom- 
mensurable comme un autre nombre incommensurable 



V: 
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avec l'unité. Or, comme on ne peut composer un nombre 
incommensurable avec Tunité, la définition se trouve eu 
défaut. 

Il faut donc définir la multiplication des nombres incom- 
mensurables, et leur division, opération inverse de la pre- 
mière. 

Multiplication. — Soient A et B les nombres dont il faut 
faire la multiplication; considérons les valeurs approchées, 
a et 6 par défaut, a^ et ftj par excès. Nous allons démontrer 
que les produits ab et a^bi sont une limite commune, lorsque 
a,ai,6,6^, tendent vers leurs limites. 

1® Ils ont une limite. En effet, le produit ab va cons- 
tamment en croissant ; d'ailleurs, il reste toujours inférieur 
àai6j, par suite, d'après le théorème I sur les limites, il 
a une limite. 

De même a^&i, décroissant constamment en restant supé- 
rieur à abf admet une limite. 

3® Ces limites sont les mêmes. 

Posons ai = a-}-a6i = 6 + P 

Nous avons alors 

«1^1 — a6 = (a + a) (6 + P) — ^^ 
= a6 + ap + a,3 

Lorsqu'on fait tendre a, a^, b, b^, vers leurs limites, nous 
savons, d'après ce qui a été démontré précédemment, que a 
et ai tendent vers la même limite ; de môme pour b et b^ ; 
par suite a et p tendent vers o, et, à la limite la différence 
a^b^ — ab devient nulle ; les deux produits ont donc bien 
une limite commune. C'est cette limite qui constitue le pro- 
duit des nombres incommensurables considérés. 

Corollaire. — Dans un produit de facteurs incommensu- 
rables on peut intervertir l'ordre des facteurs. 

Considérons, en effet, les valeurs approchées a, 6, c des 
facteurs incommensurables A, B, G ; a, 6, c, étant des nom- 
bres finis, on a. abc = cab 
et si on prend d'autres valeurs de plus en plus approchées 

des limites, a„ 6^, c^, a„ 6„ c„ on a encore 

Qi 6i Cl = Cl a^ 6i 
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«2 ^2 Cj = Cj a^ tj 



Lorsqu'on passe à la limite on peut admettre que les 
deux produits constamment égaux, le sont encore, et comme 
les produits abc, cba tendent respectivement, d'après ce 
qui vient d'être dit, vers ABC et CBA, on a, à la limite, 

ABC = CBA 

Exemple : -ky?/ = / 2 . tt. 

Division. — Soient D le dividende, d le diviseur, tous deux 
incommensurables. Considérons les valeurs approchées, A et 8 
par excès, A^ et 81 par défaut. 
On a : A > D > A^ 

a > d > 81 

Supposons, d'autre part, que A = Z^q (1) 

et A, = Bg', (2) 

A étant plus grand que A^, et 8^ plus petit que 8, ces deux 
raisons s'ajoutent pour donner <jf > Qi. 

Faisons tendre A, A^, 8, 8^ vers leurs limites. Dans l'éga- 
lité (i) A décroit, 8^ croît, donc q décroit; de même, dans (2) 
^^ croit, 8 décroit, donc ç^ croît. Il en résulte que q croît 
constamment, et comme il reste toujours inférieur à q^, il 
admet une limite ; de même ç^ décroît constamment en 
restant supérieur à y, il a donc aussi une limite. 

Ces limites sont égales. Pour le démontrer posons 
' Aj = A — a 8^ = 8 — P 

Remplaçant Aj et 8^ par ces valeurs dans (1) et (2), il 
vient A-= (8 — p) q 

A — a = 85^1 

Retranchant ces deux dernières inégalités membre à 
membre, il vi^nt a = 8 (g — q^) — ^q 
ou 8 (g — g^) = a + pg 

Lorsqu'on passe à la limite, a et p tendant vers o, le 
second membre de l'égalité tend vers o et comme S n'est 
pas nul lim. q — q^ = o 

Ainsi à la limite, q = q^ ou -r— = — ;:^ 

8^ 
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de 



Le quotient cherché sera, par suite, la limite de 
A, 



0, 



OU 



Des grandeurs incommensurables en géomé- 
trie. — Disons enfin un mot de rincommensurabilité en 
géométrie. 

Les propriétés métriques des figures conduisent parfois 
à la considération de grandeurs incommensurables ; c'est- 
à-dire qu'il peut se faire que certains éléments d'une figure 
n'admettent entre eux aucune commune mesure. 

Nous citerons de ces grandeurs incommensurables deux 
exemples bien connus : la circonférence de cercle et Iç 
diamètre ; la diagonale du carré et le côté. 

Pour faire voir comment on peut déterminer géométri- 
quement l'incommensurabilité de deux grandeurs, nous allons 
démontrer, à pinori, par la seule comparaison de ces deux 
lignes, que la diagonale du carré est incommensurable avec le 

côté (*). 

Menons la diagonale AC du 

carré ABGD et prolongeons -la 
au delà du point A. De A comme 
centre, avec AB pour rayon, dé- 
crivons une demi-circonférence 
qui détermine sur AG et son pro- 
longement les points M et N. 

Pour démontrer que AG est in- 
commensurable avec AB, nous 
allons essayer de mesurer la pre- 
mière de ces lignes à l'aide de la seconde. Formons donc 

le rapport -^ . 

Nous avons AG = AM -|- MG = AB -f- MG 

AG , , MG , , 1 ,.. 

Donc -7^ = 1 + -T^- = 1 + --T-îr- U) 




AB 



AB 



AB 
MG 



i*) Nous tenons la démonstration suivante de M. Hauser, professeur de 
mathématiques spéciales au collège Chaptal. — M. 0» 
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AB 

Nous sommes donc amenés à déterminer le rapport -^tjyT 

Or AB^ = CB'^ = CM X CN, 

AB GN 



d'où 



MG AB 

Mais GN = NA + AM + MG 

= 2AB + MG 
Donc 

AB 2AB + MG , MG . i .^x 



MG AB ' AG ' AB 

MG 
Par suite, si nous portons cette valeur dans (1) nous avons 

AG __ j 

AB — ^ + 2 + I 



AB 



MG 

AB 

Nous sommes donc de nouveau amenés à évaluer 



MG • 

Or nous connaissons cette valeur; elle nous est fournie par 

régalité (2) et nous introduirons ainsi encore une fois 
, qu'il faudra encore remplacer par sa valeur, etc. 

Nous pourrons ainsi pousser l'opération indéfiniment sans 

jamais arriver à un résultat fini, car nous retomberons tou- 

AB AP 

jours sur le rapport . Ainsi le rapport se pré- 

sente sous la forme 

AG _ j 

AB "" ^ + 2 + I 



2+ I 



2+ . 

et si loin que Ton pousse l'opération, on ne pourra arriver 
à évaluer exactement ce rapport; il résulte de là que les 
longueurs AG et AB sont incommensurables entre elles, ce 
que nous proposions de démontrer. 
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ELEMENTS DE LA THEORIE DU LAVIS 

Par M. Plllet, professeur de lavis à l'École Polytechnique. 

[Suite; voir page 70.) 



Corps polis. Loi de la réflexion. — Les corps polis 
sont ceux qui renvoient spéculairement la lumière, c'est-à- 
dire dans une direction donnée. On sait que le rayon inci- 
dent et le rayon réfléchi sont dans un même plan contenant 
la normale à la surface réfléchissante et que l'angle d'inci- 
dence est égal à l'angle de réflexion. 

Intensité du rayon réfléchi. — L'intensité du rayon 
réfléchi varie : 1® avec la nature de la surface réfléchissante ; 
2* avec Tangie de réflexion. 

Cette dernière variation est assez considérable pour cer- 
taines substances. Pour d'autres (et les surfaces métalliques 
sont de ce cas), l'intensité du rayon réfléchi varie très-peu 
avec l'incidence. Cette intensité est toujours plus grande 
sous l'incidence rasante que sous l'incidence normale. 

Nous admettrons que les corps polis que nous allons 
étudier sont des métaux et que l'intensité du rayon réfléchi 
est indépendante de l'incidence. Cette intensité variera 
donc seulement avec celle de la source lumineuse. 

Aspect d'un plan parfaitement poli, éclairé par 
des rayons parallèles, dirigés dans une seule 
direction et regardé à l'aide de rayons visuels 
parallôles, c'est-à-dire l'œil étant à l'infini. — Les 

rayons se réfléchissent d'après la loi connue. Si les rayons 
visuels sont parallèles aux rayons réfléchis, tous les points 
du plan paraissent lumineux, sinon ils seront obscurs et 
le plan ne semblera pas exister. 

Aspect d'un plan poli, éclairé par des. rayons 
parallèles venant dans toutes les directions, l'œil 
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étant à rinfini. — C'est le cas de la lumière solaire 
jointe aux lumières indirectes émanant de l'atmosphère. 
L'œil ne recevra des rayons directs ou indirects que ceux 
qui, après la réflexion, auront pris la direction du rayon 
yisuel. 

Si ce sont les rayons de reflets les plus intenses qui sont 
renvoyés à Toeil, le plan paraîtra très-lumineux et d'un 
éclat uniforme, et inversement. 

Aspect d'une sphère polie éclairée par des 

rayons lumineux paral- 
lèles, dirigés dans une 
direction luiique, l'œil 
étant à l'infini. — On mè- 
nq le rayon lumineux central 
RG, le rayon visuel. GO, la 
bissectrice de leur angle CX, 
au point de sortie de cette 
bissectrice N, un rayon in- 
cident R'N' sera réfléchi sui- 
vant NO', c'est-à-dife dans 
la direction de l'œil. Le point 
N sera le point brillant de 
la sphère polie. 

Ge point seul sera brillant. 
Tous les autres seront obs- 
curs et l'existence de la sphère ne se révélera que par ce 
point brillant. 

Aspect d'une sphère polie , éclairée par des 
rayons parallèles venant de toutes les directions, 
l'œil étant à l'infini. — G'est le cas d'une sphère éclairée 
par la lumière solaire directe et par toutes les lumières 
indirectes. 

Ghaque direction de rayon donnera son point brillant. 
Gomme elles sont en nombre infini, il y aura de ces points 
brillants sur toute la surface de la sphère ; seulement ils 
n'auront pas le même éclat. Pour avoir des lignes d'égales 
teintes, si nous admettons, ce qui est faux, que La vatiation 
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de l'angle d'incidence ne modifie pas l'éclat des rayons 
réfléchis, il faudra : 

1® Classer les rayons" indirects d'après leur différence 
d'éclat, ce qui se ferait à l'aide d'une courbe représentative 
analogue à celle que nous avons étudiée plus haut ; 

^ Grouper les rayons d'égale intensité. Us formeront 
une série de cônes de révolution ayant tous pour axe le 
rayon lumineux direct ; 

3® Chercher sur la sphère le lieu des points brillants des 
rayons d'égale intensité. Pour une série de rayons d'égale 
intensité les points brillants auront le même éclat et leur 
lieu géométrique sera une ligne d'égale teinte. 

Lignes d'égales teintes sur une sphère parfaite- 
ment polie. — Soit OS le rayon direct; mu, mu , . . • . une 
série de rayons indirects d'égale intensité et disposés sui- 
vant les génératrices d'un cône, dont l'axe SO est le rayon 
central direct. 




Les points d'incidence u^u se trouvent sur un cercle de 
la sphère, puisque les rayons d'égale intensité forment un 
cône de révolution. 

Soit OV le rayon visuel, K son point de sortie sur la 
sphère. 
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Cherchons le point brillant de la direction mu. Menons 
la bissectrice Oa' de l'angle uOY. 

Le triangle i^OK est isoscèle, puisque Ou et OK sont deux 
rayons de la sphère. Le point a est le milieu de la droite Kw. 

Si Ton prolonge Oa jusqu'en b' rencontre avec la sphère, 
b' sera le point brillant de la direction mu. Mais le lieu des 
points a' est un cercle homothétique du cercle uu', par rap- 
port au point X. Le plan de ce cercle est parallèle au plan 
du cercle uu', et situé à une distance du point K, sortie du 
rayon visuel, qui est moitié de celle du premier. 

Le lieu des points brillants b' sera donc dans l'intersec- 
tion de la sphère et du cône ayant le cercle aa' pour direc- 
trice et le centre pour sommet. 

Épure. — Par une rotation, le rayon lumineux est 
supposé rendu parallèle au plan horizontal et projeté à 
l'angle cp sur ce dernier. ' 

Soit OS, OS' le rayon direct. Prenons une série de rayons 
indirects d'égal éclat ; ils formeront un cône ayant OS pour 
axe. La ligne des points d'incidence sera le cercle ut, 
projeté horizontalement en ligne droite et perpendiculaire- 
ment au rayon direct. Ce cercle peut être considéré comme 
l'intersection de la sphère et du plan vertical qui aurait ut 
pour trace horizontale. 

K est le point de sortie du rayon visuel. 

Joignons ^K, ^K, uK, et prenons le milieu de ces lignes; 
nous aurons en f % u\ le cercle homothétique du premier, 
qu'il faut prendre pour directrice d'un cône ayant son 
sommet au point 0. 

Si nous décrivons la sphère ayant OK pour diamètre, ce 
cercle u t' peut être considéré comme l'intersection de cette 
sphère par un plan parallèle au premier. 

Nous aurons donc les lignes de teinte en prenant la petite 
sphère OK; la coupant par des plans perpendiculaires au 
rayon lumineux: prenant les cercles ainsi formés pour bases 
de cônes ayant leurs sommets au centre de la sphère et 
cherchant les intersections de ces cônes avec la sphère pri- 
mitive. 
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Les courbes en projection horizontale seront des coniques, 
puisque ce plan de projection est parallèle à un plan dia- 
métral commun aux deux surfaces. 

Le calcul montre que toutes les lignes d'égales teintes 
dans cette hypothèse se projetteront horizontalement suirant 
des hyperboles ayant mêmes asymptotes. 

La connaissance d'un point seulement suffira pour les 
tracer par points. On en déduira ensuite les courbes en 
projection yerticale. 

L'épure en projection verticale une fois faite en prenant 
Xiî/i pour ligne de terre, la sphère se présentera dans la 
position ordinaire d'une élévation ; en prenant x^y^ on la 
verra eu plan. 
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On ne s'étendra pas davantage sur Tétude d'une sphère 
polie placée dans les conditions précédentes, conditions 



ex 




tOTit à fait en dehors de celles qui se présentent ordinaire- 
ment. 

Nous avons admis en effet : 

1° Que l'incidence ne modifiait pas l'éclat du rayon réflé- 
chi (ce qui n'est pas exact) ; 

2® Que la sphère était isolée au milieu de l'atmosphère et 
placée très-loin de la terre ; 

S^ Que l'éclat des diverses parties du ciel était conforme 
à la loi figurée par la courbe représentative. 

Or les nuages modifieront cet éclat, et les objets qui 
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entourent le corps poli viendront s'y réfléchir et former 
image. 

Lorsque Ton voudra, dans un dessin, rendre l'aspect 
d'un corps parfaitement poli, on devra figurer à sa surface 
les images des objets environnants. La géométrie donnerait 
le moyen de trouver ces images brillanles; mais les épures 
seraient fort compliquées, et il serait oiseux pour un cas si 
rare dans la pratique de faire une pareille étude. Il sera 
préférable, si le cas se présente, d'agir comme les peintres, 
de faire poser le modèle et de le copier. On remarquera seu- 
lement que la ligne d'ombre propre est encore dans ce cas 
une ligne d'égale teinte. 

Corps mi-polis. — Les corps mi-polis participent, comme 
propriétés, des corps polis et des corps dépolis. 

Les lumières intenses s'y réfléchissent plus qu'elles ne 
s'y diffusent, et les lumières faibles font le contraire. 

Une lumière intense donnera donc lieu sur leur surface 
à une image brillante, comme s'ils étaient polis. Nous cher- 
cherons ce point brillant comme nous l'avons fait ci-dessus, 
c'est-à-dire pour 'la bissectrice de l'angle du rayon lumineux 
central et du rayon visuel central. 

Nous tracerons l'ombre propre comme si la surface était 
dépolie et nous adopterons comme lignes de teintes une 
série de courbes passant graduellement du point brillant à 
la ligne d'ombre propre. 

Épure. — Nous avons adopté la construction convention- 
nelle suivante, s'appliquant à un observateur qui regar- 
derait la projection horizontale. 00' est le centre de la sphère. 
Le rayon lumineux est rendu par une rotation parallèle au 
plan vertical et projeté à l'angle <p sur ce plan. 

Le point brillant situé sur le méridien de front. 

Le rayon visuel est perpendiculaire au plan horizontal. 
On a mené le rayon lumineux NO' qui passerait par le 
centre. La bissectrice O'S' a donné en S'S le point brillant. 

L'ombre propre est déterminée par le grand cercle MT 
perpendiculaire au rayon lumineux. 
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: FiûiUi -^ 




Pour simplifier, on a pris pour lignes de teintes des 
courbes planes, mais c'est par pure convention. 
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On a mené le plan tangenl S'W au point brillant et l'on 
a pris l'intersection projetée tout entière en W de ce plan 
tangent et du plan d'ombre propre. 

Lés lignes de teinte seront les sections faites par des plans 
non plus parallèles mais passant tous par la ligne W per- 
pendiculaire au plan verlical. 

Comme pour la sphère dépolie, on a pris sept plans divi- 
sant l'hémisphère éclairé en 8 zones. 

A cet effet, Tare T'S' a été partagé en 8 parties égales. 
Ces lignes ont été affectées de nombres positifs. On a pro- 
longé le même tracé dans l'hémisphère ombré et les lignes 
ont été affectées de nombres négatifs. 

On remarquera que dans une sphère polie ou mi-polie 
le point brillant est beaucoup plus éloigné du contour appa- 
rent que dans une sphère dépolie. Le contour apparent est 
plus sombre sur la sphère mi-polie que sur l'autre. 

Échelles de teintes. — Ayant tracé les lignes de 
teintes sur une sphère polie ou mi-polie, il sera facile d'en 
déduire les lignes de teintes sur des cylindres ou sur 
des cônes de révolution placés dans des positions quel- 
conques. 

Il suffira de circonscrire à la sphère le cylindre ou le 
cône, de déterminer la ligne de contact, de prendre les 
points de rencontre de cette ligne avec les courbes de 
teintes et de faire passer par oes points les génératrices des 
cônes ou des cylindres dont on veut faire le lavis. 

Les échelles de teintes que nous adoptons sont au nombre 
de quinze. Les unes s'appliquent aux corps mi-polis qui 
sont ceux que l'on rencontre le plus souvent dans le dessin 
de machines; les autres aux corps dépolis (pierres, bois...), 
que l'on rencontre en architecture *• 



* Voir ces échelles dans la Théorie des ombres et du lavis, ieçons pro^ 
fessées à Vécole Turgot, par J. Pillet. Librairie Delagrave. 

JOURNAL DB MATH. 1879. 8 
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FORMULE D'APPROXIMATION 

POUR LA RACINE CARRÉE. ' 
Par M. F. Bernier. 



La formule dont il va être question est un cas particu- 
lier d'une autre formule générale et très-ancienne, puis- 
qu'on la trouve dans les premières Tables de Vega publiées 
à Vienne en 1783. Mais je ne crois pas qu'on en ait discuté 
le degré d'approximation. On va voir que cela est facile 
pour le cas de la racine carrée. 

Soit N = a' + a? un nombre dont on connaît une valeur 

approchée de la racine. Posons Va* -{- œ = a-^- z ; élevons 
au carré ; l'on aura x == 2az -}- z^ = z {2a -\- z) 



X 

z = 



2a -{- z 

X 

En négligeant z au dénominateur j'aurai z = , ce 

2Ui 

qui est la formule d'approximation connue en arithmétique. 
Si je substitue cette valeur approchée à la place de js, au 
dénominateur, j'obtiendrai pour seconde approximation, 

X 2ax 

2a 
Soit e l'erreur de cette expression de z, en sorte que 

on tire successivement de cette équation, 

_ (40' -f-.a?) 'Ja'' -{- X — (4Q» 4- 3 gag) 

4a' -|- X 
{^0} -{- x) 2 {a} -\- x) — (408 -I- ^ax) 2 



(4a* + x) ] (4a« -f a?) Va» + a? + (40^ -j- 3aa?) { 



x^ 
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Les calculs faitS; le numérateur se réduit à a^ ; Ton peut 
reconnaître dans Taccolade du dénominateur, le cube de 

Sa^ -{- œ -\- a. 

Ainsi : e = , — — . 

(4a*- + x) {y/a* + ce + a)» 

moyennant quoi Téquation (1) devient une identité. Les 
trois termes de son second membre seront désignés ainsi : 
la racine approchée, la correction et Terreur. 

Afin d'arriver à une limite supérieure de e plus simple 
que son expression exacte, je supposerai, pour préciser, 
que a est un entier au moins égal à 10 et approché à une 
demi-unité près. 

i®' cas : La racine est approchée par défaut. Alors x est 
positif. En le négligeant au dénominateur, dans l'expression 
de e, j'augmente cette valeur et j'ai évidemment 



e< 



x^ 



32a 



s 



2® cas : La racine est approchée par excès. Faisant abs- 
traction du signe de x et de celui de e, l'on a dans ce cas 

x^ 

{4a* — x) {y/a^ — X + af 
ou bien sous une autre forme 
^ ce® 

X 

A la place du rapport variable — ^ je puis mettre, une 

fois pour toutes, sa plus grande valeur possible, corres- 
pondant à la plus grande de x par rapport à a, c. à d. à 

T 

a et à la plus petite de a, c. à d. 10. En définitive, 

I 

si ie remplace — - par ^— = — —^ les deux der- 

•^ ^ a" ^ 100 400 

niers facteurs du dénominateur deviendront constants et 
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aussi petits que possible. J'aurai alors, tous calculs faits, 

^ ^ 28,90» 
Eq coruparant cette limite à celle relative à la racine 
approchée par défaut, on voit qu'on peut se borner à la 
seconde, et même écrire, plus simplement, quel que soit le 
nombre des chiffres de a 



e < 



ce' 



Je mets cette inégalité sous la forme suivante 



^ "^ 3,5a2 \ 20 / 

et je remarque que est, à peu près, la correction 

même de la racine approchée ayant, dans nos conditions, 
0,5 pour plus grande valeur. Ainsi, quel que soit a, on aura 

0,5* I o,o36 

^ "^3,5 a^ ~ 28 a^ ~ a* 

Soit n lé nombre des chiffres de a supposé entier; en sorte 

que a > I G" - 1 

o,o36 3,6 
et par suite e < = , 

ou plus simplement, et pour tous les cas; 

I02n 

Donc, Verreur de la correction est au plus de 4 unités de 
r ordre décimal 2n à partir du dernier chiffre de la racine ap- 
prochée. 

Il y a avantage, dans la pratique, à mettre la formule sous 
une autre forme, en y remplaçant œ par N — a* ; elle 

devient alors \N = a H -^ — ; — rr-^» 

' 3a* + N 

Le procédé ordinaire de l'extraction de la racine carrée 
donne immédiatement le moyen de former le carré de la 
racine approchée. Tout comme, si l'on reconnaît que la 
racine approchée par défaut le serait à plus d'une demi- 
unité, il est bien facile de modifier le résultat de manière 
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que le nombre a soit la racine approchée par excès à une 
demi-unité près, d'en former le carré, ainsi que la quan- 
tité négative N — a". 



QUESTION D'EXAMEN 



On sait que les trois systèmes d'équations fondamentales 
données dans les cours de trigonométrie pour la résolution 
des triangles quelconques peuvent se déduire les uns des 
autres, et que, en réalité, il n'existe que trois équations 
entre les côtés et les angles; on peut se croire en droit 
d'en conclure que, trois quelconques des six quantités pré- 
cédentes étant données, on peut en déduire les trois autres. 
Or, on sait par la géométrie que, si l'on se donne les trois 
angles d'un triangle, celui-ci n'est déterminé que d'espèce, 
mais non pas de grandeur; en d'autres termes, les côtés 
sont indéterminés, mais le rapport de deux d'entre eux au 
troisième est connu. Il est donc utile de montrer qu'il n'y 
a pas contradiction entre la géométrie et la trigonométrie ; 
on pourrait le voir facilement en ramenant tous les systèmes 
au premier, ou à la proportionnalité des sinus aux côtés ; 
il n'y a que deux équations pour déterminer trois quantités 
(car on suppose que les angles donnés sont bien les angles 
d'un triangle, c'estrà-dire que leur somme est égale à 
i8o°). Mais on peut aussi chercher à démontrer directement 
sur l'un quelconque des systèmes qu'il est indéterminé ; 
c'est ce que nous allons faire ici. 

Pour cela, nous admettrons comme une relation déjà 
connue l'égalité suivante, qui a lieu entre les trois angles 
d'un triangle : 

cos* A + cos' B + cos" C + ^cos A cos B cos G = i 
Considérons d'abord le système 

a = b cos C -}- c cos B 
b = ccosA + a cos G 
c = acosB + 6 cos A 
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Nous voulons prouver que ce système de trois équations 
se réduit à deux; pour cela nous allons diviser le tout par 
c par exemple, il vient 

— = — cos G +cosB 
ce 

— = cos A + — cos c 
c c 

I = — cos B A cos A 

c ' c 

On tire facilement des deux premières, par élimination, 

les valeurs suivantes : 

— sin*G = cosAcosC+cosB 
c 

— sin' G = cos B cos G + cos A 

En multipliant la troisième équation par sin'C, qui n'est 

pas nul, et remplaçant — sin* G, — sin* G par les valeurs 

précédentes que nous avons déduites des deux premières, 
on a sin^G = cos'^B + cos* A -|- 2Cos A cos B cos G 

Ge qui n'est autre chose que l'égalité fondamentale que 
nous avons admise; on voit donc que la troisième équa- 
tion est vérifiée d'elle-même, ou qu'elle est une conséquence 
des deux autres. 
Gonsidérons maintenant le système 

a'^ = 6* -}" ^* — 26c cos A 
6« == c* 4" ^* — 2cacosB 
c« = a* + ^* — 2a6 cos G 
En ajoutant la troisième équation successivement aux 
deux premières, on obtient le système suivant: 

a = 6 cos G 4" ccosA 
6 = c cos A 4" ^ cos B 
c*= a» + 6* — 206 cos G 
Des deux premières on tirera, comme précédemment, 

sin* G = cos A cos G + cos B 



c 
h 



sin* G= cos B cos G + cos A 
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Divisons les deux membres de la troisième par c", et 
^ multiplions ensuite par sin* G, il viendra, en remplaçant 

a . 6 

— sin* C, sin'C parles valeurs qui précèdent, effectuant 

c c 

les calculs, après réduction 

sin*G = cos«B (i — cos'G) + cos« A (i — cos«C) 

+ 2C0S A cos B cos G (i — cos' G) 

ce qui donne en divisant par sin* G, ou par son égal i — cos* G, 

sin* G = cos' B + cos' A + 2Cos A cos B cos G. 

Nous retombons donc encore sur Tégalité fondamentale que 

nous avons admise, les conclusions précédentes sont donc 

encore acceptables, et par suite on voit que la trigonoméltie 

nous montre bien, comme la géométrie, que, en donnant 

les trois angles d'un triangle, on détermine son espèce, 

mais non ses dimensions réelles. 

A. M. 



NOTE SUR UN THÉORÈME D'ARITHMÉTIQUE 

Par E. Ijemolne, ancien élève de l'École Polytechnique. 



Si un carré entier augmenté ou diminué (Tun nombre pair 
donne un carré parfait, le premieY carré augmenté ou diminué 
de la moitié de ce nombre pair sera la somm^ de deux carrés. 

Les deux cas . à examiner ont une démonstration com- 
mune fort simple. 

L'hypothèse donne x^ ±: 2I = K* (1) 

Ce qu'on peut écrire, puisque K, suivant le signe de X, 
est plus grand ou plus petit que x 

X dz 21 = {x ± e)* 

On voit immédiatement que s est pair, soit que x soit 
pair, soit que x soit impair; on peut donc écrire 

cc« ± 2X = (a? ± 2a)2 
ou x^ ± 21 = x^ ± 4aa5 + 40^* 

d'oîi ± 2X = ± 4ax + 4a* 



ou 
ou 

ou enfin 
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± X = ± 2aaî -}- 2x' 
X* ± X = a;* ± 200; + 2x* 
X* ± X = {x ± a)' + a» C. q.-f. d. 

Remarque. — Si Ton fait x = 5 

X = 12 
les deux équations comprises sous la double égalité (1) ont 
lieu à la fois ; K = 7 avec le signe plus et K = i avec 
le signe moins. 

Cela donne la première solution en nombres entiers des 
équations indéterminées 

a** -f- 2!/ = J5* 
iT* — 2J/ = r 



NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. Combier, ingénieur en chef des ponts et chaussées. 

{Suite; Yo'ir tome II, page 79.) 



III. Problème. — Déterminer un tinangle semblable à un 
triangle donné, et dont les trois sommets reposent sur trois cir- 
conférences concentinques données. 

Solution irigonométrique. 

Soit le centre des trois circonférences, OA =a, 08 = ft, 

OC = c les trois rayons, a, 
p, Y les angles du triangle 
cherché connus par ceux 
du triangle donné auquel 
il doit être semblable. — 
Pour fixer les idées, nous 
supposerons que le som- 
met de l'angle a doit re- 
poser sur la circonférence 
de rayon a, le sommet de 
Tangle p sur la circonfé- 
rence de rayon b et le som- 
met de Tangle y sur la 
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circonférence de rayon c. Tirons les trois rayons OA, OB, OG 
et désignons respectivement par 9 et ^ les deux angles BCO, 
ÂCO dont la somme 9 4~ l' ^^^^ ^^^^ égale à y si le centre 
est situé à l'intérieur du triangle, et dont la différence 9 — 
^ doit être égale à y, si au contraire le centre est en 
dehors du triangle h déterminer. Nous aurons donc : 

(1) cp ± + = Y 

Si on désigne par m, n, p les trois côtés du triangle opposés 
respectivement aux angles a, p, y, on a : 

m n p 

sin a sin p sin y 

et si Ton représente par x Tune quelconque de ces trois 
expressions, les trois côtés m, n et p seront exprimés par une 
seule inconnue 

m = X sin a n=:x sin^ p=zx sin y. 

On connaît d'ailleurs la signification géométrique de x ; 
c'est le diamètre du cercle circonscrit au triangle cherché. 

Les deux triangles BCO, OCA donnent 

j a' = c* -j- X* sin* p — 2cx sin p cos ^ 
^ ^ I 6* = c* 4~ ^' sin* (X — 2CX sin a cos 9 

Il nous reste à éliminer <p et <)/ entre les équations (1) et 
(2), pour obtenir une équation qui ne renferme plus que 
l'inconnue x. 

L'équation (1) peut être remplacée par la suivante : 
cos y = cos (9 db t)^) = cos <p cos ^ qp sin 9 sin •} 
d'où zh sin 9 sin ^ = cos cp cos ^ — cos y 

et en élevant au carré et remplaçant sin* par i — cos* 
(3) cos* cp -{- cos* ^ — 2 cos <p cos ^ cos y — sin* y = o. 

Des équations (2) on tire : 

CD* sin* B + c* — a* . oj* sin* a + c* — 6* 

cos 9 = î— ^ — cos ^ = -, 

^ 2cx sm p 2CX sin a 

Remplaçant cos cp et cos ^ par leur valeur dans l'équation 

(3) on a ; 

(x* sin* a + c* — 6*)* , (x* sin* p -f c* — a*)* 



40*0;* sin* a 4C*aî* sin a sin p 

2(x'* Pin* a + c* — 6*) (ce* sin* p + c* — a*) 

J i Sin2y=:0 



4C*x** sin a sin p 
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En chassant les dénominateurs et ordonnant par rapport 
aux puissances décroissantes de x, on trouve 

X* sin* a sin' p (sin* a-f- sin* p — 2 sin a sin p cos y) '\ 

[a' (sin p — sin a cos y) "1 J 
+ 6' (sin a — sin 8 cos y) 1 / 
-f- c* (sin* a -f- sm* p — 2 sina 1 f 
sin p cos y)J| ( 
+ «* sin* a+ 6* sin* p -f- c* sin* y — 2a* 6* sin a sin p cos y 

— 2a*c* sin a (sin a — sin p cos y) 

— 26*c* sin p (sin p — sin a cos y) 

Cette équation est compliquée, mais on. doit prévoir que 
les angles a, p, y, doivent entrer d'une manière symétrique 
avec a, 6, c et que cette équation est susceptible de simplifi- 
cation. En effet les trois angles a, p, y ne sont pas arbitraires, 
puisque leur somme est égale à deux angles droits. En vertu 
de cette condition on démontrera aisément les formulas sui- 
vantes : 

sin* a + sin* p -— 2 sin a sin p cos y = sin* y 
sin p — sin a cos y = sin y cos a 
sin a — sin p cos y = sin y cos p 
et par suite Téquation (4) devient : 

x^ sin* a sin* p sin* y 
— 20?* sin a sin p sin y(a* sin-a cos a -f- 6^ sin p. cos p + c* ^^^ T ^ ï) 
+a*sin*a-|-6*sin*p-|-c*sin*y — 20*6* sin a sin p cos y 
\ — 2a* c* sin a sin y cos p — 26*0* sin p sin y cos a 

Cette équation est du second degré par rapport à 

a;* sin a sin p sin y et on en tire : 

a;* sin a sin ^ sin y 

a* sin a c os cl -^ b^ sin g cos ^ 4~ ^' sin y cos y 

a* sin* a (cos* a — i) -j- 6* sin* P(cos* ^ — 1 ) 

+ c* sin^ y(cos* y — i) 

— 2a'^6^ sin a sin p(cos y -|- cos a cos p) 

— 2a*c* sin a sin y(cos P + cos a cos y) 

— 26*c^ sin p sin y(cos a -{- cos p cos y) 

mais la somme des angles a, p, y, étant égale à deux droits, 
cos y -f- cos a cos p = sin a sin p 
cos p -[- cos a cos y = sin a sin y 
cos a + cos p cos y = sin p sin y 



= o 
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En conséquence : 
x' sin a sin p sin y 

a* sin g cos a -f- ^' sin p cos p + <^* si^ Y cos y 
^ / — a* sin* a — 6* sin* p — c* sin* y + 2a*6* 

sin* a sin" p 

-|- 2aV sin* a sin* y + ^ft^c* sin* p sin^ y 

On remarquera que le radical représente quatre fois la 

surface du triangle construit avec les trois côtés a sin a, 

6 sin p et c sin y; si donc Ton imagine ce triangle construit 

et qu'on désigne sa surface par S on aura : 

(5) a?* sin a sin p sin y = a* sin a cos cl ^ b^ sin p cos p 

-|- c* sin y cos y d: 4S 
Il est facile de voir que a?* sin a sin p sin y représente le 

double de la surface du triangle cherché. 
Revenons au triangle construit avec les trois côtés a sin ot, 

5 sin p, c sin y, et désignons par G Tangle opposé au côté 

c sin y dans ce triangle. On aura en vertu de théorèmes 

connus ; 

y 

C* sin* y = a* sin* a -|- 6* sin* p — 2ab sin a sin p cos G 

4S = 2ab sin x sin p sin G. 
Si Ton multiplie les deux membres de Téquation (JJ) par 

— : ? — — et qu'on y remplace 4S et c* sin* y par les 

sm a sin p ^ "^ ^ ^ ' ^ 

valeurs ci-dessus, en remarquant que 

sin a cos y -f" sin y cos a = sin (a -j- y) = sin p 
sin p cos y -f- sin y cos p = sin (p -(- y) = sin a 
cos y cos G If: sin y sin G = cos (y ± G) 

on trouve, après réduction : 

(6) oj* sin* y = a* 4- 6* — 2ab cos (y ±:- G) 

Le côté X sin y opposé à Fangle y dans le triangle cherché 
est donc le troisième côté d'un triangle, construit avec les 
deux côtés a et 6 comprenant un angle égal à y + G (ou à 
Y — G, ou G — y, suivant que G sera plus grand ou plus 
petit que y.) 

Le problème trigonométrique consistera donc à calculer 
les angles A, B, G du triangle ayant pour côtés a sin a, 
b sin p, c sin y, ou de tout triangle semblable à celui-là., 
par exemple, avec les trois côtés 



a, 
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6 sin p , c sin y 



sin a 



Si^ a 



et de calculer le troisième côté des triangles construits : 
1« Avec les côtés a et 6 comprenant Tangle y + ^ ou y — C; 
^ Avec les côtés a et c comprenant Tangle p ±: B ; 
3^ Avec îes côtés 6 et c comprenant l'angle a ± A. 

Mais réquation (6) va 
nous fournir la solution 
graphique du problème. 

Sur le rayon OB, cons- 
truisons un triangle sem- 
blable au triangle donné, 
de telle sorte que l'angle 
au centre BOD = y, l'an- 
gle OBD = p, l'angle ODB 

== a. 

Par le point E où le 
rayon OB rencontre la 
circonférence de rayon c, 
menons EF parallèlement 
au côté OD ; on aura : 

OD = ^"^^P T^n _ ^"^^ï 




BD 



sm X 



FD = BD X -T- = 



sm a 
c sin Y 



b sin a 

Si donc du point D comme centre, avec un rayon FD z=^ 



csiny 
sin a 



, on décrit une circonférence qui coupe en A et A', la 



circonférence de rayon a, et qu'on tire les deux droites OA, 
OA', puis DA et DA', on aura construit deux triangles égaux 
DOA, DOA' avec les trois côtés 

Oi = OA' = a, DA = DA' = i|^, OD = tÉU 

sin a sin a 

lequel est semblable au triangle qui aurait pour côtés a sin a, 
h sin p, c sin y; l'angle DOA est donc celui que nous avons 
désigné par G dans la formule (6), et si l'on tire les lignes 
BA et BA' on aura dans les triangles BOA et BOA' : 
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ÂB* = o« -f 6« — 2ab cos (y + C) 

rS* = o« + ft' — 20^ cos (y — C) 
AB et A'B sont donc les deux valeurs du côté représenté 
par X sin y- 

Connaissant le côté du triangle cherché reposant sur les 
circonférences de rayon a et &, il est bien facile de com- 
pléter la solution graphique. 

Cette solution graphique a été indiquée par le résultat de 
calculs algébriques. Il est facile d*en démontrer l'exactitude 
par des considérations géométriques très-simples. 

En effet, après avoir déterminé le côté BA par la cons- 
truction indiquée ci-dessus, faisons Tangle BOC = BDA; on 

FD OÈ c 

a : p-p. = ^p = -r-, et à cause de FD = DA on a : 

JdJJ UiJ 

DA OE OC 



BD OB OB 

Les deux triangles BOC, BDA sont donc semblables commç 
ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels; 
donc Tangle CBO = ABD et par conséquent, l'angle GBA 

= OBD = p. 

BG 
Mais les triangles semblables BAD, BOC donnent -.. 

BA 

OB 

donc le triangle CBA est semblable au trian- 



BD 

gle OBD; ils ont un angle égal compris entre côtés pro- 
portionnels. 

On montrera de même qu'en faisant l'angle BOC = BDA', 
le triangle BAC est semblable au triangle OBD et par con- 
séquent au triangle donné. 

La solution géométrique est beaucoup plus simple que la 
solution trigonométrique ; mais nous tenons à constater que 
c'est cette dernière qui nous a conduit à la solution gra- 
phique, et que ce n'e&t qu'après l'avoir ainsi découverte, 
que nous avons pu en démontrer géométriquement l'exac- 
titude. 

Nous avons supposé que l'on prescrivait quel était celui 
des trois angles a, p, y dont le sommet devait reposer sur 
chacune des trois circonférences données ; mais le problème 
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dans sa généralité ne comporte pas cette restriction. On peut 
donc supposer le sommet de Tangle a sur la circonférence 
de rayon a ; p étant sur la circonférence de rayon b ou sur 
celle de rayon c, ce qui donne deux cas particuliers, et 
comme à chacun répondent deux solutions, le sommet de 
Tangle a restant sur la circonférence de rayon a, il y aura 
ou pourra y avoir quatre solutions. En supposant le sera— 
met des angles P et y successivement sur la circonférence 
de rayon a, on aura huit autres solutions, en tout douze. 

Ces douze solutions peuvent être toutes réelles, toutes 
imaginaires, en partie réelles, en partie imaginaires. Par 
exemple, avec Thypothèse suivie dans les calculs ci-dessus, 
il faut qu'on puisse former un triangle avec les trois côtés 
a sin a, b sin p, c sin y. Si le triangle est impossible avec ces 
côtés, rhypothèse adoptée ne donnera lieu à aucune solu- 
tion. Le problème peut donc être susceptible de deux, 
quatre, six, huit, dix, douze solutions, ou n'en comporter 
aucune. (A suivre.) 



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 



QUESTION 124 
Solution par MM. Ctlndre et Falvre^ élèves du Lycée de Lons4e-Saulaier. 

Construire un triangle dont on connaît la médiane AM et la 
bissectrice AD issues du sommet ainsi que la différence des angles 
à la base. 

Supposons le problème résolu et soit ABC le triangle 
demandé. 

A 

L'angle MDA extérieur au triangle ADB est égal a B -| • 

2 

de même Tangle ADB extérieur au triangle ADG est égal à 

G ~| ; par conséquent la différence de ces deux angles 

ou MDA — ADB = B — G = a. D'autre part MDA -f ADB 
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1 8o -4- a 
= i8o®, donc MDA = ■ . Si nous construisons le 

2 

cercle circonscrit au triangle ABC, la bissectrice AD pro- 
longée passera par le milieu A' de Tare BA'G, il en sera de 
même de la perpendiculaire élevée au point M sur la droite BC. 

De là la construction suivante : 

Sur une droite indéfinie xy et en un point D quelconque 
menons une ligne DA égale à la bissectrice et faisant avec 

xy un angle j/DA ^ — . Du point A, avec une ouver- 

ture de compas égale à la médiane AM, décrivons un arc de 

cercle qui coupe xy 
en un point M. Joi- 
gnons AM. Au point 
M élevons une per- 
pendiculaire qui 
rencontre AD pro- 
longée en A'. Cette 
droite MA' renferme 
le centre du cercle 
circonscrit au trian- 
gle cherché , puis- 
qu'elle est perpendi- 
culaire sur le milieu d'une corde. Ce centre devant également 
se trouver sur la perpendiculaire élevée au milieu E de AA', 
se trouvera à leur intersection 0. Si donc de ce point comme 
centre avec OA' pour rayon on décrit une circonférence, elle 
coupera xy en deux points B et G qui, joints au point A, 
forment le triangle cherché. 

Pour que le problème soit possible, il faut avoir AM > AD, 

puisque dans le triangle AMD Tangle en D est toujours obtus. 

Si AM = AD le problème ne sera possible que si la 

dififérence des angles à la base est nulle. Alors le triangle est 

isoscèle. 

Nota. — Ont résolu la môme question : MM. Manceau, d'Orléans; Lannes, 
de Tarbes; Hoc, de Longwy; Cordeau, école Lavoisier; Junck, Vermand, de 
Saint-Quentin; Raspilaire, école des Mineurs, de Saint- Etienne; Chavanon, 
de Lyon; Ailleret, de Versailles; Tissier, d'Angouléme; Chrétien, du Havre. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



159. — Étant donnés quatre points dans un plan, cons- 
truire un carré dont les quatre côtés passent chacun par un 
des points donnés. 

160. — Soit ABC un triangle dans lequel les deux bissec- 
trices de l'angle en A sont égales. Démontrer que le cercle 
décrit sur BC comme diamètre rencontre les côtés AB et AG 
en deux points P et Q, tels que CP = GQ. (Launoy.) 

161. — Construire géométriquement un triangle, connais- 
sant un côté, un angle adjacent à ce côté, et sachant que les 
bissectrices de cet angle sont égales. (Launoy.) 

162. — Étant donnés deux points P et P' à Tintérieur 
d'une circonférence, sur un même diamètre et à égale dis- 
tance du centre, on propose de mener deux parallèles PQ, 
P'Q' terminées à la circonférence; et telles que le trapèze 
PQP'Q' soit maximum. (De Lonchamps.) 



CORRESPONDANCE. 



M. d'Ocagne nous communique une note se rapportant à deux articles 
qu'il nous a déjà envoyés, etnous rappelant que la propriété qu'il a démon- 
trée pour Tellipse s'applique, sans modification, à l'tiyperbole, et donne lieu 
aux mêmes conséquences. 

Erratum» Dans le numéro de mars, page 67, ligue 4, il faut lire : Etant 
contenu un nombre exact de fois dans B, au lieu de : Étant contenu un 
nombre exact de fois dans R. 



Le Rédacteur-Gérant, 
J. BÔURGET. 
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NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. Combler, ingénieur en chef des Ponts et Chaussées 

(Suite ; voir page 120.) 



lY. Problôme. — Étant donnés les trois côtés d'un triangle 
a, b, c, on partage la base a en un point D qui divise cette base 
proportionnellement aux nombres m et n ; on tire la droite AD; 
on demande de calculer la longueur de cette ligne AD. 

Abaissons la perpendiculaire AF sur la base FD et la 
projection de la ligne AD sur la base du triangle, et en 
considérant successivement les deux triangles ADC, ADB, 

on a : 6» = ÂD^ + CD^ + 2GD X FD 

c* = ÂD^ + BD* — 2BD X FD 

mais on a ,^^ = — ; d'où BD x n = CD X wi 
tiJJf n 

Multiplions par m les deux membres de la première des 

équations ci-dessus, et par n les deux membres de la 

seconde et ajoutons-les membre à membre, nous aurons : 

w6« + ne* = {m + n) AD* + mCD* + nBD* 
mais CD = ; BD = 



m -\- n m ■■{' n 

mn^a* -^r^., m^na* 



rnOD' = ^-îiî^^^^ nBÎ? = 



(w + n)* (m + n)» 



m + n 



î , mnà^ 



d'où mb* + ne* = {m 4- n) AD* + 

m -f- n 

el par suite : 

AD ;= i 0* H i c« ; ; — — - a* 

m -{- n ' m -{- n (m + »*) 

Supposons par exemple que BD soit le tiers de la base a^ 

CD les —T-: -77^7- = — , et il nous faut faire dans la 
3 CD 2 

JOURNAL DB MATH. 1879. 9 
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formule m = i, n = 2, et l'on a : 



OU 



3AD^ = 6* + 2C* — 



c» — 



o' 



2 
9" 



a' 



V. — Nous allons appliquer cette formule à la résolution 
du problème suivant : 

Calculer les distances du centre de gravité d'un triangle au 
centre du cercle circonscrit et au centre du cercle inscrit. 

Soient BC = a, AG = 6, AC = c les trois côtés du triangle, 

D le milieu de la base 
BG = a. Le centre de 
gravité est en G- sur la 

ligne AD aux -r- de la 

3 

distance AD = a', à 
partir du sommet A. 

Soit le centre da 
cercle circonscrit, I le 
centre du cercle inscrit. 
La ligne OG peut être 
• considérée comme une 
ligne partant du som- 
met du triangle OAD et aboutissant en un point G qui 
partage la base AD = a' dans le rapport de i à 2 et d'après 
la formule du problème précédent. 

3ÔG' ="01^ + 2ÔD^ _ ^a'« = R« + 2(R«— — ) — -|-a'« 

en appelant R le rayon du cercle circonscrit au triangle ou 

remplaçant OD^ par R* et a'* par sa valeur 

4 
26* + 2c« — a^ 




30G^ 



= aR.-f-^. 



26*+ 2C* — a* 



■) 



ou 



ra 



30G* = 3R« 



EL 
3 



3 



T 
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ou 

(1) Ô5* = R» - "' + ^' + ^' 

9 
Le triangle TAT) donnera de même : 

3IG« = IA« + 2lD« 1- o» 

= lE» + EA.» + 2(IF» + FD») 1- a'». 

Si on désigne par r le rayon du cercle inscrit, on a 

lE = IF = r. 
Si Ton considère que 2a -|- 2AE représente le périmètre 
2p, on aura AE = p — a. 

De même BF =p — 6, FD = BD — BF = -2 p^b 

+ = 



2 2 2 • 

Remplaçant les lignes par leurs yaleurs, on trouvé, toutes 
réductions faites : 

(2) iG^ = r« + — p* ±. (ab + ac + bc) 

Si par le point 0, on mène OH parallèle à la base, on 
formera un triangle rectangle dont Thypoténuse 10 sera la 
distance des centres des cercles inscrit et circonscrit. En 
observant que l'angle DOC est égal à Tangle A du trian- 
gle ABC, on aura : 

CD = R cos A, IF = r 

m = r — R cos A OH = FD = ^ ~ ^ 

2 

et par suite on trouve 
01 = R« _ 2Rr + 4Rr sin* _ A + r« ^ ^ 

or, on a : 

sin» — A = (P — ^) (P — <') j,,_ (p — fc)(P — C)(P — a) 

_a»-(6-c)V _ (a4,6-c)(a + c-6) ^ (p_^)^p_j, 
4 4 



or R := — TT-- = d'où -— — = o 
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I a» — (6 — c)« 
donc 4Rr siu* — A -\- r* 

= (,-6)J-.)[-^ + ^-.] 

= (p-«(p-c)[-^--^] 

abc abc ,, 4Rr a 

— — — = d ou -^7 

4S 4pr oc p 

par conséquent 

(3) 01^ = R* — 2Rr 

Cette distance ne dépend donc que de la valeur des deux 
rayons R et r. 

Les formules (1) et (2) peuvent se mettre sous une autre 
forme, et les distances OG et IG exprimées en fonction 
des deux rayons R, r et du périmètre 2p. 

On a : (a + 6 + c)^ = 4p* 

pr« = (p — a) (p — b){p — c) = p^ — {a -{- b -{- c)p* + 

(ab -|- ac -|- bc)p — abc 
= — p9 ^ (jib ^ ac -\- bc)p — abc 

R = abc = 4pRr 

4pr 

par conséquent : 

pr* = — p^ -\- {ab -\- ac -\- bc)p — 4pRr 
d*où ab + ac -\- bcz= p^ -\- r^ \- 4Rr 

o» 4- 6* -f c* + 2{ab + ac -f- bc) = 4p« 
d'où 

fla -|- 6* + c« = 4P* — 2P'* — 2r^ — 8Rr = 2(p« — r* — 4Rr) 
en conséquence les formules (1) et (2) deviennent 

OG^ = R« ^ {p^ -. r* — 4Rr) 

IG^ = r« + -^ p« - ^ (p* + r* + 4Rr) = -L- p« + 

5 16 

— r» i— Rr 

9 9 

Posons OG = m IG = n 01 = ç' 

et nous aurons les trois équations ; 

ÔG^ = m» = R« ^ (p'^ — r» -^ 4Rr) 



— 133 — 

1^ = n« = — (p« + 5r« — i6Rr) 

"ÔP = ç« == R (R — 2r) 
Ces trois formules vont nous fournir une irès-éléganle 
solution du problème suivant. 

VI. Problème. — Étant donné sur un plan le centre du 
cercle circonscrit à un triangle^ le centre du cercle inscrit et le 
centre de gravité^ construire ce triangle. 

Soient : C le centre du cercle circonscrit. 
I le centre du cercle inscrit. 
G le centre de gravité. 
Si l'on désigne par m, n, q les distances de ces trois 
points, c'est-à-dire les côtés du triangle dont ils sont les 
sommets 9 en posant : 

m = CG n = IG g = CI 
si on désigne par R, r, 2p le rayon du cercle circonscrit, 
celui du cercle inscrit et le périmètre, 
on aura, en vertu de formules précédemment démontrées : 

(\) m* = R» ^ (p* — r» — 4Rr) 

(2) n» = — (p« + 5r« — i6Rr) 

(3) q* = R« — 2Rr 

Multiplions les deux membres de l'équation (1) par + 3 

Ceux de l'équation (2) par -j- 6 

Ceux de l'équation (3) par — 2 

et additionnons membre à membre ces trois équations ainsi 
modifiées, nous aurons : 
(4) 3w« + 6n^ — 2g* = (R — 2r)* 

Prolongeons la droite IG, et prenons sur ce prolonge- 
ment la longueur GI' = 2GI = 2n, joignons CI'; je dis 
que Cr est égal à R — 2r. 

En effet, le triangle CGI' donne : 
Gf^=CG^+rG^— 2CGxrGxcosCGr=m"+4n»— 4mncosCGI 
Le triangle CGI donne à son tour 

g» = m* + n' + 2^^ cos CGI' 
et par suite CT^ + 2gV=: 3m« + 6n» 
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ou bien GT^ = 3m* + 6n« — 29* = (R — ^O* 
donc Cr = R — 2r 

Décrivons maintenant une circonférence tangente a la 
droite CI au point I et passant par le point l ; cette cir- 




conférence va couper en D le prolongement de la droite CI ; 
je dis que CD est le rayon du cercle circonscrit au triangle 
cherché, en même temps que la corde TD est le diamètre 
du cercle inscrit. 
En effet, on a, en vertu d'un théorème connu, 
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CI* ou 9« = CD X. Cr = CD X (R — 2r) 
mais l'équation (3) donne g'* = R (R — 2r) 
donc R = CD 

et TD = R — cr = R — (R — 2r) = 2r 

Si donc du point C comme centre avec CD pour rayon, 
on décrit une circonférence, ce sera celle du cercle circons- 
crit au triangle cherché. 

De même, si du centre I, avec la moitié de la corde l'D, 
on décrit une circonférence, ce sera celle du cercle inscrit. 

Nous allons maintenant, par des considérations purement 
géométriques, compléter la solution de ce problème. 

Supposons le problème résolu, et soit MTQ le triangle 
qui satisfait aux conditions données. 

Si du point C on abaisse une perpendiculaire sur le côté 
PQ, elle tombera en M, sur le milieu de PQ, et la droite 
M'M passera par le centre de gravité G, oîi elle sera divisée 

aux -r- de sa longueur. 
3 

Si on prolonge la droite CG d'une longueur GC double 
de GC, on sait que le point C est le point de concoars des 
trois hauteurs du triangle ; donc la droite M'C est perpen- 
diculaire à PQ et par conséquent parallèle à CM, et aussi à 
IF, ligne qui joint le centre du cercle inscrit au point de 
contact de sa circonférence avec le côté PQ. 

Tirons la droite CT, elle sera parallèle à CI et double de CI. 

Abaissons du point I une perpendiculaire IN sur CM, 
et du point V une perpendiculaire IN' sur CM'; les deux 
triangles CIN, GTN' seront semblables, comme ayant leurs 
côtés parallèles et C T étant double de CI, l'N' se trouve le 
double de IN. 

Si maintenant on tire GN'et GN, on formera deux triangles 
GI'N', GIN qui seront semblables comme ayant un angle 
égal NTG' = NIG comme alternes-internes, compris entre 
deux côtés proportionnels, l'G double de IG, l'N' double dç 
IN; donc l'angle NGI == N'GI' et comme les trois points 
I, G, I' sont en ligne droite, il en est de même des trois 
points N', G, N et GN' est double de GN. 

Les droites M'N'et MN étant parallèles, les deux triangles 
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GN'M', GNM sont semblables et M'N' est double de NM, 
par conséquent double du rayon du cercle inscrit IF, et égal 
à la corde l'D. 

L'angle TN'C' étant droit, le point N' se trouve sur la 
circonférence décrite sur TG comme diamètre. 

Si donc on décrit cette circonférence, que par le point G' 
on mène un rayon vecteur quelconque qui la coupe en N', 
et qu'on prolonge ce rayon vecteur d'une longueur N'M' 
égale à la corde TD, le sommet M' du triangle chercbé se 
trouvera sur le lieu géométrique de tous ces points M', et 
comme il doit se trouver aussi sur la circonférence du 
cercle circonscrit précédemment déterminé, il se trouvera 
au point de rencontre des deux courbes. 

Le lieu géométrique déterminé par les rayons vecteurs 
partant du point G' et prolongés d'une longueur égale à la 
corde VD au delà de leur rencontre avec la circonférence 
décrite sur GT comme diamètre, avec Cl ^= q pour rayon, 
ne doit pas seulement contenir le sommet M', il doit con- 
tenir les deux autres P et Q comme l'indique la figure où 
ce lieu géométrique est représenté par un trait pointillé. 
Mais il suffit de tracer avec soin le lieu géométrique dans 
le voisinage de l'un de ses points de rencontre avec la cir- 
conférence, un des sommets suffisant pour construire le 
triangle dont on connaît lé cercle inscrit et le cercle cir- 
conscrit. 

On cbercherait vainement à résoudre graphiquement ce 
problème par l'emploi exclusif de la ligne droite et du 
cercle, les distances m, n et q, qui constituent les données 
de la question, sont toutes trois des fonctions symétriques 
des côtés et réciproquement. Donc toute équation qui pourra 
servir à déterminer l'un des côtés en fonction de m, n ci q 
devra les donner tous les trois, elle sera donc du troisième 
degré. 

Ge problème a été choisi pour montrer quels secours 
peut apporter le calcul à la recherche des éléments d'une 
figure géométrique, et à la solution graphique d'un pro- 
blème. 
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NOTE SUR LA DIVISIBILITE 



En général, lorsqu'on veut chercher un caractère de divi- 
sibilité par un nombre premier, les seuls nombres pour 
lesquels cette recherche soit utile, on tâche de trouver une 
puissance de lo qui, divisée par le diviseur considéré, donne 
comme reste + i ou — i. On en déduit alors un carac- 
tère de divisibilité analogue à la divisibilité par 3 ou par 1 1 , 
en décomposant le nombre en tranches contenant un cer- 
tain nombre de chiffres, à partir de la droite. Mais souvent, 
ce caractère de divisibilité donne lieu à une recherche 
encore pénible, outre qu'elle n'est pas applicable pour les 
nombres simples, c'est-à-dire pour les nombres les plus 
usuels. Nous allons indiquer, dans cette note, une manière 
de procéder très-géuérale, qui dans beaucoup de cas donne 
une méthode fort simple pour trouver le reste de la division 
par un nombre premier, et nous verrons comment on peut 
appliquer facilement cette méthode à la recherche de carac- 
tères de divisibilité par les nombres premiers inférieurs à loo. 
Pour cela, nous ferons usage des deux théorèmes suivants : 

Théorème I. — Lorsque le diviseur est de la forme 
I op — ly on divise les dizaines du dividende par p ; à droite 
du reste on écrit les unités du dividende ; on fait la somme du 
nombre ainsi obtenu et du qux)tient. Cette somme ne diffère du 
dividende que d*un multiple du diviseur. 

En effet, soit A un nombre dont les dizaines sont D et les 
unités u, de telle sorte que l'on ait: 

A =D X 10 + u; 

Posons en outre N = lop — i, et 

D=p(/ + r; 
il en résulte DX io=pXioX9 + rXio 
et 

A = j)XioXt7 + rX io + M = (N+i)g-frXio + w 
ou encore A = m. N -f- 7 + (^ X lo -f w). 
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Or, la partie entre parenthèses se formera bien en écrivant 
les unités du dividende à droite du reste de la division des 
dizaines par|); q est le quotient de cette division. 

Remarque. — Si la somme q-\ r X lo + ^ est supérieure 
à N, on appliquera encore la môme règle, et ainsi de suite 
jusqu'à ce que Ton obtienne N ou un nombre inférieur à N. 
Dans ce dernier cas, ce nombre sera le reste de la division. 

Théorème II. — Lorsque le diviseur est de la forme 
lop + I, on divise les dizaines du dividende par p ; à droite du 
reste on écrit les unités du dividende; on fait la différence du 
qiu>tient et du nombre ainsi obtenu ; cette différence et le dividende 
donné ne diffèrent que d'un multiple du diviseur. 

En effet, en prenant les mêmes notations que précédem- 
ment, on aura 

A =p X 10 X î + ^ X 10 +u=. (N — i) g 4-^ X lO + M 
ou A = w. N — [q — (r X lo w)] 

ou bien, si q est trop faible, 

A = wN + [(r X ip + u) — q\. 
Le théorème est donc démontré. 

On fera la même remarque que précédemment; on trouve 
comme reste, o, N ou un nombre inférieur à N; dans ce 
dernier cas, on aura le reste. 

Ces théorèmes établis, nous allons pouvoir indiquer un 
caractère de divisibilité pour les nombres premiers infé- 
rieurs à 100. Pour cela, nous remarquerons qu'un nombre 
premier est terminé par un des chiffres i, 3, 7 ou 9. (Nous 
laissons de côté, cela va sans dire, les caractères de di- 
visibilité simples connus pour 2 
et 5). 

Si le nombre est terminé par 
9, nous appliquons le premier 
théorème. Et, nous avons ainsi le 
tableau suivant : 

Ainsi, par exemple, un nombre 
sera divisible par Sg, si, en divi- 
sant les dizaines par 6, écrivant 
les unités à droite du reste et 



N 


P 


19 
29 

59 

79 
89 


2 
3 
6 
8 

9 
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faisant la somme de ce nombre et du quotient, on obtient un 
nombre divisible par Sg. 

Prenons par exemple le nombre 6077. Divisons par 6 les 
dizaines, nous aurons comme quotient loi et comme reste 
I ; donc nous prendrons 10 1 -f- 17= 118. 

De même 118 donnera i -j- 58 = Sg. Donc 118 est divi- 
sible par 59, et par suite il en est de même de 6077. 

Si le nombre est terminé par i, on emploiera le second 
théorème, et on pourra former le tableau suivant. 
Prenons par exemple 7747 et cherchons si ce nombre est 

divisible par 6 1 ; divisons les di- 
zaines par 6 ; nous avons comme 
quotient 129 ; le reste est o; donc 
nous prendrons 129 — 7 ou 122. 
Appliquons la même règle, nous 
avons 2 — 2=0. Donc 7747 est 
divisible par 61. 

Lorsque le nombre premier n'est 
terminé ni par 9, ni par i, on 
remarquera qu'il est terminé par 3 ou par 7 ; par suite, on 
pourra ramener au premier théorème en multipliant par 3, 
ce qui donnera un nombre de la forme 10 p — i, si le 
nombre considéré est terminé par 3 ; ou bien, s'il est terminé 
par 7, on pourra de la même manière, par une multiplica- 
tion par 3, avoir un nombre de la forme lop + ^ ®^ ^^ ^^^^ 
ramené au second théorème. Nous pourrons former les 
deux tableaux suivants : 



N 


V 


3i 

61 
71 


3 

4 
6 

7 



N 


V 




N 


P 


i3 


4 


7 


2 


23 


7 




17 


5 


73 


22 




37 


II 


83 


25 




67 


20 



On voit que pour 67, il suffira de diviser les centaines par 
2, d'abaiser à droite du reste les deux derniers chiffres, et 
d'appliquer le second théorème. 



. — 140 — 

Il nous reste encore quatre nombres premiers inférieurs 
à loo; pour ces quatre nombres, nous allons déduire, 
encore, de nos théorèmes des règles très-simples pour la 
divisibilité. 

Si nous prenons 48, en le multipliant par 7, on obtient 
3oi, et alors, en appliquant le second théorème, nous divi- 
serons les centaines par 3 ; à droite du reste, nous abaisse- 
rons les deux derniers chiffres; nous ferons la différence 
entre le nombre ainsi formé et le quotient, et nous verrons 
si cette différence est divisible par 43. 

Exemple: 7783. Prenons le tiers des centaines; nous avons 
25, et pour reste 2; nous chercherons la valeur de la dif- 
férence 283 — 25; cette différence est 258; en la divisant 
par 43 directement, nous trouvons comme reste o. Donc 
7783 est divisible par 43. 

Considérons 97; ce nombre est égal à 100 — 3. Si Ton 
appelle G les centaines du nombre, U le nombre formé par 
les dizaines et les unités, on a 

A = GXioo + U = GX97+3xG + U. 

Donc: pour savoir si un nombre est divisible par 97, on fait 
le triple de ses centaines, et on y ajoute le nombre formé par 
les deux derniers chiffres; on cherche si ce nombre est divisi- 
ble par 97. 

Exemple : 10573; on a io5 X 3 =3i5; prenons 3i5 -(- 73 
ou 388; on trouve de même 3 X 3 = 9; 9 -}- 88 = 97. 
Donc 10573 est divisible par 97. 

De môme, si Ton prend 47, comme 47 X 2 = 94 = 100 
— 6^ on verra que: un nombre est divisible par 47 lorsque 6 fois 
ses centaines, augmentées du nombre formé par ses deux der- 
niers chiffres de droite, donnent un nombix divisible par 47. 

Exemple : 7849. On a 78 X 6 = 468 ; 468 +49 = 517. 

5 X 6 = 3o; 3o -|- 17 = 47- 

Donc 7849 est divisible par 47. 

Enfin, si Ton prend 53, on a 53 X 2 = 106 ; donc: un 
nombre sera divisible par 53 lorsque la différence entre six fois 
ses centaines et ses unités sera divisible par 53. 

Exemple: 885i. On a 88 X 6 = 528; 528 — 5i = 477; 
4 X 6 = 24; 77 — 24= 53; donc 885 1 est divisible par 53. 



— 141 — 

Il serait facile d'étendre remploi des deux théorèmes 
donnés à la recherche du caractère de divisibilité par un 
nombre premier quelconque; c'est seulement pour nous 
limiter que nous avons pris les nombres premiers inférieurs 
à 100, nombres qui reviennent plus souvent dans la pratique, 
et qui donnent lieu à des divisions assez simples. 

Il peut être intéressant de déduire de remploi des théo- 
rèmes précédents certains caractères de divisibilité connus, 
Nous allons considérer, par exemple, la divisibilité par 3 
et la divisibilité par 1 1. 

Pour trouver un caractère do divisibilité par 3, nous mul- 
tiplierons le diviseur par 3, ce qui nous donnera 9, et comme 
ici p = I, on voit que Ton sera amené à prendre la valeur 
absolue du nombre formant les dizaines, et à ajouter à celte 
valeur les unités. Par exemple, si Ton a le nombre 45678, 
on sera amené à chercher si 3 divise exactement la somme 
4567 4" 8. Mais, pour cela, je décomposerai le premier 
nombre 4567 de la même manière, et je serai amené à 
considérer 456 -|- 7 -f- 8; en continuant de même je trou- 
verai que : un nombre quelconque est un multiple de 3 {ou de 9), 
augmenté de la somm^ des valeurs absolues de ses chiffres 
significatifs. 

Si nous considérons 1 1 , nous verrons, en appliquant le 
second théorème, que nous devrons prendre la valeur absolue 
du nombre' formé par les dizaines, et en retrancher les 
unités. Prenons le même nombre que précédemment 45678; 
nous serons amenés à considérer la différence 4567 — 8. 
Si le chiffre des unités était inférieur au chiffre des dizaines, 
on verrait tout de suite qu'il suffirait de retrancher des 
dizaines du premier terme la différence entre les unités; 
pour montrer qu'il en est encore ainsi, je remarque que, 
pour faire l'opération, je prends la somme des deux nombres 
(456 — i) X 10, et 10 + 7 — 8. En appelant D la diffé- 
rence précédente, j'ai donc 

D = (456 — i) X 10 + (10 -1- 7 — 8) 

= m II — (456 — i) -j- (^i — I + 7 — 8) 
= m ï I — (456 — 7 + 8) 

En continuant de cette manière, on trouvera que : un nombre 
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quelconque est un multiple de ii, augmenté de l'excès de la 
somme de ses chiffres d! ordre impair sur la somme de ses chiffres 
d^ordre pair. 

Enfin, on a 1 1 X 9 = 99 = loo — !• On en conclut im- 
médiatement que si Von décompose un nombre quelconque en 
tranches de deux chiffres à partir de la droite, la dernière 
tranche pouvant n'avoir qu'un chiffre, ce nombre est un mul- 
tiple de 11 oude g, augmenté de la somme des valeurs absolv,es 
des tranches. 

On retrouve ainsi trois règles bien connues pour la divi- 
sibilité par 9 ou par ii. 

A. M, 
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NOTE DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

SUR LA SECTION PLANE DU CONE DROIT A BASE CIRCULAIRE 



On sait que, si on coupe un cône droit à base circulaire 
par un plan, la section est une ellipse, une hyperbole ou 
une parabole; c'est cette propriété qui a fait donner à ces 
courbes le nom de sections coniques. Il doit évidemment 
exister un certain nombre de propriétés communes à ces 
courbes et, en particulier, on doit pouvoir en donner une 
définition qui s'applique aux trois courbes. Cette définition, 
que Ton donne seule en Angleterre, est la suivante : on 
appelle conique une courbe telle que le rapport des distances 
de chacun de ses points à un point fixe et à une droite fixe est 
coftëtant. 

On peut facilement démontrer les propriétés générales de 
ces courbes en partant de cette définition, et en particulier 
le théorème qui va faire l'objet de cette note s'expose en 
quelques mots, et pour les trois courbes. Cependant; je 
me propose de le démontrer séparément pour chacune des 
trois courbes, en m'appuyant exclusivement sur les défini- 
tions connues et sur les propriétés que l'on démontre dans 
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tous les cours, en me rapportant au programme de TÉcole 
de Saint-Cyr. Le théorème dont il s'agit est le suivant : 

Si Von projette orthogonalement sur le plan de la base la section 
(Tun cône droit à base circulaire par un plan, la courbe projec-- 
tion a pour foyer la projection du sommet, ou le centre du cercle 
de base. 

Comme la projection reste identique à elle-même lorsque 
le plan de projection se déplace parallèlement à lui-même, 
nous prendrons^ pour plus de simplicité dans la démonstra- 
tion, le plan de base dans une position particulière, que 
nous indiquerons dans chaque cas. 

I. La section est une ellipse. — Je suppose le plan 
sécant perpendiculaire au plan vertical, et le plan de base 

passant par le point oh le plan 
sécant rencontre la génératrice 
de front. On sait que a'c' repré- 
sente le grand axe de l'ellipse 
de section, et ac le grand axe de 
la projection sur le plan de base. 
Pour avoir le petit axe, on prend 
le milieu o' de ac\ et par ce point 
on mène un plan horizontal; il 
coupe le cône suivant un cercle 
qui se projette horizontalement 
suivant le cercle sp, et le plan* 
sécant suivant une perpendicu- 
laire au plan vertical, dont la 
projection horizontale est df. La 
portion de cette droite comprise 
dans Tintérieur du cercle sp repré- 
sente le petit axe de la projection, 
et aussi la vraie grandeur du 
petit axe de la courbe. Pour mon- 
trer que le point s est foyer de 
la projection, il suffit de prouver 
que sd est égal au demi grand axe, ou à ao. 
Dans le triangle a'c'V la ligne ob' est parallèle à ab' et 
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passe par le milieu de ac; donc o'p = o'a; si, dans le paral- 
lélogramme a'opfi j'abaisse, des deux sommets opposés 
o' et a, des perpendiculaires on et am sur les côtés paral- 
lèles, il est facile de voir que an =z mp'. Mais an = ao; 
mp = sp =z sd; donc sd = ao, et le point s est foyer de 
Tellipse dont le grand axe est ac et le petit axe df, 

11. La section est une hyperbole. — Je donne au 
plan sécant et au plan de base les mêmes positions que 

dans le cas précédent, ac 
sera encore Taxe transverse 
de la section, et acl'axe trans- 
verse de la projection. On 
sait que le lieu géométrique 
des projections du foyer sur 
les tangentes est un cercle 
décrit sur Taxe transverse 
comme diamètre, et que Ta- 
sympiole est une tangente 
^ dont le point de contact est 
à l'infini. 11 en résulte que 
si du foyer on abaisse une 
perpendiculaire sur l'asymp- 
tote, la distance du centre 
au pied de cette perpendicu- 
laire est égale au demi-axe 
transverse. Cette propriété est 
caractéristique du foyer pour 
un point de Taxe. 

D'après cela, cherchons 
les asymptotes de la courbe, 
asymptotes qui se projettent 
suivant les asymptotes de la projection. Abaissons du point 
s la perpendiculaire sm sur l'asymptote om. Les triangles 
semblables spn^ som nous donnent 




om 



sn 



pcL 

aib' 



r — a r 

D'autre part, si je joins le point o' au point à, la ligne o a 



l- 



-- m - 



et ils donnent 



ou 



sv-v»^ — 



est parallèle à cb\ puisque o' est le milieu âe a*c\ et a le 

milieu de a'b\ Donc les triangles a'ooL, p'sV sont semblables t 

art poL 

"AT 7""^' 

a p'd 

r — a a6' ' 

En comparant cette égalité avec les précédentes, on en tire 

om = a. Donc le point s est le foyer de la projection hori- 
zontale de la courbe. 

III. La section est une parabole* — Je suppose tou- 
jours le plan perpendiculaire au plan vertical, et je prends 

-a pour plan de base un plan per- 
pendiculaire à Taxe, passant par 
le point où cet axe rencontre le 
plan sécant. Je vais démontrer que 
la courbe, en projection horizon- 
tale, a pour foyer le point 5, et pour 
directrice la droite hk. Pour cela, 
je coupe par un plan horizontal, 
qui détermine dans le cône une 
.section circulaire se projetant sui- 
i^' vant un cercle de centre s, et dans 
le plan sécant une droite perpen- 
diculaire au plan vertical. Cette 
droite se projette horizontalement 
suivant dp, et le point d où elle 
rencontre le cercle précédent, est 
un point de la projection de la 
courbe. La distance dk de ce point 
à la droite hk est égale à r — am; 
la distance sd est égale à r — 6 n, 
et comme le triangle c'a6' est isoscële, puisque col est pa- 
rallèle à,5V, il en résulte que am = b'n; donc dk = sd; 
et comme le point d est quelconque, on voit que la courbe 
lieu des points d est une parabole ayant pour directrice hk 
et s pour foyer. 

Le théorème est donc démontré dans les trois cas. 

A. M. 
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CONCOURS GENERAUX 



CONCOURS DE 1864 

Classe de Seconde (Sciences). 

On donne sor nne droite quatre points A, B, C, D. 

On a ÀB = 6o*, BC = 20-, CD = 40-. 

Détenniner un point P duquel ces trois distances soient vues sous le 
même angle et calculer la distance PI de ce point à la droite ABCD et les 
distances BI, CI, PA, PB, PC et PD. 

— Transformer l'expression 
sin a? + sin y + sin z — sin (a; + y + z). 

cos a; + cos y + cos z + cos (x + y -^ z) 
en la rendant calculable par logarithmes. 

Classe de Rhétoricpie (Sciences). 

Etant donné un parallélépipède rectangle, on détermine les centres de 
toutes ses faces : ces centres sont les sommetsd'un polyèdre dont on demande 
le volume et la surface. 

'Eiant donnés une droite indéfinie AB et un point fixe G sur cette droite, 
on décrit de ce point fixe comme centre avec un rayon arbitraire, une cir- 
conférence de cercle. A partir de l'un des points C où cette circonférence 
rencontre AB on porte sur cette droite et du côté du centre une longueur 
CD égale à une longueur donnée, et l'on élève en D une perpendiculaire 
à AB. On demande le lieu des points M et M' où cette perpendiculaire 
rencontre la circonférence. 

Classe de Philosophie. 

Etant données les deux diagonales d'un quadrilatère, le construire de façon 
à lui donner la plus grande surface possible. 

Soient A et B deux points dont la distance est un mètre. De chacun de 
ces points comme centre avec un rayon égal à un mètre on décrit un cercle. 
Calculer à un centimètre carré près l'aire de la partie commune aux surfaces 
des deux cercles. 

Classe de Mathématiques élémentaires. 

'*' On donne un cercle et un carré circonscrit; trouver la relation entre 

les tangentes des angles sous lesquels les deux diagonales du carré sont 
vues d'un point de la circonférence du cercle. 

— Kendre calculable par logarithmes : 

sin l« + 6 — 7) + sin (a + T — e) + sin (6 + T —a) —sin (» -f (i +Y) 
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DépartemenUk 

Etant donné nn triangle ABC, on demande de mener par le sommet C 
une droite CD telle que la somme des projections des côtés AG et BC sur 
cette droite soit égale à une longueur donnée. Discuter le problème. 

Résoudre le même problème par la trigonométrie. 



GONœURS DE 1868 

CSlasse de Troisième. 

Une circonférence de cercle tourne dans son plan autour d'un de ses 
points et dans chacune de ses positions on lui mène des tangentes parallèles 
à une droite fixe donnée. On demande le lieu des points de contact. 

— Un terrain de 60 arpents de Paris a été Tendu à raison de 3 000 !iirres 
tournois l'arpent. La valeur a doublé depuis celte époque. On demande 
d'évaluer en francs sa valeur actuelle et ce que vaut l'hectare, sachant : 

1* que 80 francs valent 81 livres; 
2* que l'arpent vaut 100 perches de :8 pieds de côté; 
3* que le pied est la sixième partie de la toise ; 
4* que 10 millions de mètres valent 5 130470 toises; 

Classe de Seconde. 

Étant donnée une équation du second degré, on demande d'en former 
une seconde qui ait pour racines les carrés des inverses de la proposée. 

— On donne un angle trièdre à deux faces égaies ; on demande de le cou- 
per par un pian, de telle sorte que la section soit égale à un triangle équi- 
latéral donné. 

Classe de Rhétorique. 

Soit CD la directrice d'une parabole, A- son sommet, MN une tangente 
quelconque. On mène du point A une perpendiculaire AQ sur cette tan- 
gente; on prend à partir du point A une quantité AR = PQ. Trouver le 
lieu du point R. 

— Trouver les côtés d'un triangle rectangle sachant que le volume engendré 
par ce triangle en tournant autour de son hypoténuse est équivalent au 

volume d'une sphère de rayon y — ^ et que la somme des deux volumes 

engendrés par ce triangle en tournant successivement autour de chacun des 
deux côtés est équivalente au volume d'une sphère de rayon ^Z 21 

Classe de Philosophie. 

Dans un cube donné on inscrit une sphère et dans cette sphère on ins- 
crit un second cube. On demande le rapport des volumes de ces deux cubes. 

Un bassin a la forme d'un prisme hexagonal régulier. Sa capacité est de 
2000 hectolitres; sa profondeur est i™,5o. On demande la longueur des 
côtés de sa base. 



Classe de MAthématiipies élémentaires. 

Étant donnés une circonférence AA'BB' et un point P, on mène par le 
point P deux sécantes PÂA', PB'B qui coupent la circonférence donnée 
aux points À et A' B et B' respectivement. 

Ensuite on circonscrit une circonférence à chacun des triangles PAB, 
PÀ'B'. Ces deux circonférences qui ont un point commun en P, se coupent 
en un second point M. 

Cela posé, on demande de trouver le lieu géométrique décrit par le point 
M quand on fait varier l'une des deux sécantes, PAà', PB'B. 

Départements. 

Ëtant donné un triangle isoscèle, on demande le lieu des points du plan 
tels que la perpendiculaire abaissée de ctiacun d'eux sur la base du triangle 
soit moyenne géométrique entre les perpendiculaires abaissées du même 
point sur les deux autres côtés. 

— Résoudre l'équation 

y 

sin (x, 4- a) — sin fa? — o) + am cos^ — = K 

2 

dans laquelle a, m, K sont des constantes données et sachant que 

Discussion» •— Quelles conditions doivent remplir les constantes pour que 

x ss "—et y ss^^ — soient des solutions de Téquation. 
4 4 

*- Interprétation des racines de 

aa^ + &^ + c a= o, 
quand a converge vers zéro. 



CONCOURS DE 1866 

Classe de Troisième, 

Etant donnés une circonférence et deux points À et B sur un même dia« 
mètre, on joint respectivement aux points A et B les extrémités P et Q d'un 
diamètre mobile PQ; les droites PA et QB ainsi obtenues les coupent en un 

point M. 

On demande de trouveâr le lieu géométrique décrit par ce point M quand 
on fait mouvoir le diamètre PQ. 

Classe de Seconde. 

Etant donnés une sphère et un plan , on considère chaque point du 
plan comme le sommet d*un cône circonscrit à la sphère et qui a pour 
base, en conséquence, un petit cercle de cette sphère. 

On demande de trouver le lieu géométrique des centres des petits cercles 
ainsi déterminés. 
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Glaase de Rhétoriq[iie. 

Résoudre à la manière des équations du second degré , l'équation 

oî' — 605 + 9 = 4 ^^ — 6aî + 6. 
— On a deux pyramides égales à bases carrées et dont les faces latérales 
sont des triangles éqiiilatéraux. On les assemble en faisant coïncider leurs 
bases, et l'on coupe le polyèdre qui résulte de cet assemblage par un plan 
mené par le milieu d'une arête, parallèlement à Tune des faces qui abou- 
tissent à Tune ou à l'autre des extrémités de cette arête. On demande la 
forme de la section plane ainsi obtenue. 

Classe de Philosophie. 

On donne deux circonférences C et C et une droite perpendiculaire à la 
ligne des centres. Par chaque point P de la droite D on mène des tangen- 
tes à Tune et à Tautre circonférence, et dans chacune d'elles on joint les 
points de contact. 

Les deux cordes de contact ainsi obtenues se coupent en un point M 
dont on demande le lieu géométrique. 

Classe de Mathématiques élémentaires. 

Étant donné un losange ABGD dans lequel la diagonale BD est égale à 
chaque côté, on mène par le sommet G une droite PQ qui rencontre en 
P et en Q respectivement les côtés ÀB et AD. On mène enfin les droites 
PD et QB qui se coupent en un point M. 

Gela posé, on demande de trouver le lieu géométrique décrit par le 
point M quand la droite PQ tourne autour du sommet G. 



CONCOURS DE 1870 

Classe de Troisième. 

fitant données deux circonférences tangentes extérienrement. On mène 
par le point de contact A, dans les deux circonférences, les cordes AB et 
BG, perpendiculaires entre elles. On joint par une droite BG les extrémités 
de ces cordes et l'on divise cette droite en deux parties qui soient dans un 
rapport donné. 

Lieu des points de division M. 

— Le plus petit multiple de deux nombres est 2,520, leur plus grand com- 
mun diviseur est 35. Trouver ces deux nombres, sachant que l'un d'eux est 

g 

les de l'autre. 

9 

Classe de Seconde. 

Étant donné un tétraèdre dont toutes les arêtes sont égales, on abaisse 
de l'un des sommets une perpendiculaire sur la face opposée et l'on joint 
le milieu de cette perpendiculaire aux trois autres sommets. Démontrer 
que les trois lignes de jonction ainsi menées sont perpendiculaires, deux à 
deux. 

— Étant donnée une droite AB, trouver sur cette droite deux points de M 
et P tels que AM soit moyenne proportionnelle entre AP et MP et que MP 
soit moyenne proportionnelle entre MB et PB. (Solut. algébrique.) 



.1 



— 150 — 

Glafise de rhétoricpie. 

Ëlant donné un demi-cercle AB on demande de trouver sur la circon- 
férence un point M tel que si l*on mène la tangente MP jusqu'à sa rencontre 
avec le diamètre prolongé, qu'on joigne le point M au centre, et qu'on fasse 
ensuite tourner la figure autour de ÂP, les volumes engendrés par le sec- 
teur ÀOM et par le triangle OMP soient entre eux dans un -rapport donné. 

Classe de philosophie. 

Un triangle équilatéral ABC dont le côté est a, tourne autour d'une 
droite MN située dans son plan et parallèle à l'un des côtés BG. Quelle doit 
être la distance des deux parallèles BG et MN pour que le volume engendré 
par le triangle en tournant autour de MN soit égal à quatre fois le volume 
engendré par le même triangle tournant autour de son côté BG. 

— Conversion d'une fraction ordinaire en fraction décimale. -^ Cas où le 
quotient est périodique. 

Classe de mathématiques élémentaires. 

On donne une circonférence et un point P dans son intérieur. Par 
ce point on mène deux cordes rectangulaires quelconques APC, BPD. On 
forme le quadrilatère inscrit ABCD en joignant les extrémités de ces cordes. 
On trace ensuite les tangentes au cercle aux points A, B, C, D ; les points 
de rencontre de ces tangentes concourantes forment un second quadrilatère. 

Démontrer que ce second quadrilatère A, B, C, D est inscriptible dans 
un cercle dont le centre est sur la droite PO. 

— Exprimer, au moyen du rayon du cercle et de la distance OP et de 
l'angle de l'une des cordes avec OP, de l'angle APO par exemple, les 
segments des cordes, les côtes du quadrilatère inscrit, les segments des 
côtés du quadrilatère circonscrit et les sinus des angles de ce quadrilatère. 

— Démontrer à l'aide des relations obtenues, que le produit des côtés 
du quadrilatère inscrit, la distance des centres des deux cercles et le rayon 
du second cercle demeurent invariables quand on fai^ tourner les cordes 
autour du point P. 

CONCOURS DE 1872. 

Classe de troisième 

Étant donnés deux cercles qui se coupent, on propose de meser par l'un 
des points d'intersection A une corde AG telle que la partie MG comprise 
entre les deux circonférences soit égale à une ligne donnée. 

— Extraire la racine carrée de 0,69444 et expliquer le résultat auquel 

on parvient. 

Classe de seconde 

Étant donné un parallélipipède ABCDEFGH on mène les plans BDH et 
CEG et la diagonale AF et Ton demande : 

1* En quels points les triangles BDH et CEG seront rencontrés par cette 
diagonale ; 

2« Dans quels rapports cette diagonale sera-t-elle divisée par les plans 
de ces triangles. 
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— Le Tolame d'un prisme est 36* et si Ton augmente sa base de 7^ en 
diminuant sa hauteur de i", le volume augmente de 12*1. 

Trouver la base et la hauteur du prisme. 

COasse de Rhétorique. 

Etant donné un cercle, on lui circonscrit un parallélogramme qne Ton 
fait tourner autour de l'une de ses diagonales. On demande : 1* de faire 
voir que la surface et le volume ainsi engendrés sont proportionnels. 

2* De calculer cette surface et ce volume. Connaissant le rayon du cercle 
et l'aire du parallélogramme. 

CSlasse de Philosophie. 

Étant donnés un cercle et une corde AB de ce cercle, on décrit 
d'un point quelconque M de la circonférence comme centre, un cercle tan- 
gent A AB et des extrémités A et B de cette corde on mène des tangentes 
à la circonférence ainsi décrite. Lieu géométrique des points P où ces 
couples de tangentes se rencontrent. 

— Couper par un plan une sphère donnée de telle façon que la surface 
de la calotte sphérique détachée soit équivalente à la surface latérale du 
edne ayant même base et pour sommet le centre de la sphère. 

Glasee de Math6mati<iae8 élémentaires. 

Un ballon a été observé en même temps de trois stations situées dans 
un plan horizontal et qui sont les sommets d'un triangle dont les côtés ont 
des longueurs connues. On a mesuré les angles formés avec le plan hori- 
zontal par les rayons visuels dirigés vers le ballon. — Déterminer la hau- 
teur du ballon au-dessus du plan qui passe par les trois stations. 

Examiner en particulier le cas où les stations sont les sommets d'un triangle 
équilatéral. 



ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DU LAVIS 

Par M. Ptllet, professeur de lavis à l'Ëcole Polytechnique. 

(Sut^tf; voir page 70.) 



Principe des couleurs. — Tons simples et purs. 

— En peinture, lorsqu'on ne cherche pas à se tenir dans 
les lois rigoureuses de la physique, on admet trois couleurs 
simples que nous nommerons les tons simples, et qui, par 
leur réunion, formeront le blanc ; ce sont : 

Le Jaune, couleur claire et brillante; 

Le Rouge, couleur éclatante et demi-claire ; 

Le Bleu, couleur sombre. 
Le noir est l'absence de lumière ; ce n'est pas une cou- 
leur. 
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Lorsque ces tons sont à leur maximum de densité et 
qu'ils ne sont mêlés ni de noir ni de blanc, on dit que 
ces tons sont purs. 

Tons rabattus, tons éclairais. — S'ils sont mêlés 
de noir, on dit que les tons sont rabattus ; s'ils sont mê- 
lés de blanc, on dit qu'ils sont éclaircis. 

Suivant la fraction de. noir ou de blanc qu'ils contiennent 
ils peuvent être éclaircis ou rabattus à i/io, 2/10, 3/io, etc. 

Tons composites de ^®^ 2® ou 3® ordre. — Si l'on 
mélange, par parties égales, les tons simples, on obtiendra 
les tons composites de premier ordre qui pourront être 
rabattus ou éclaircis. 

Rouge et Jaune donnent Orange; 
Jaune et Bleu donnent Vert; 
Bleu et Rouge donnent Violet. 
Si l'on mélange un ton composite de !•' ordre avec le 
ton simple qui en est le plus voisin, on aura un ton com- 
posite de 2® ordre.. 

Orangé et Rouge donnent Orangé-Rouge; 
Orangé et Jaune donnent Orangé-Jaune, etc. 
Les tons de 3® ordre s'obtiendront en mélangeant l'un 
des précédents avec la couleur simple du composite qui 
l'avoisine. 
Orangé-Rouge et Rouge donnent Orangé-Rouge-Rouge, etc. 

Rosace de couleurs pures. — On trace un cercle : on 

prend les points situés au som- 
met d'un triangle équilatér^l et 
l'on y place les trois couleurs 
simples. 

Sur les points situés à égale 
distance des précédents on pla- 
cera les tons composites du 
premier ordre et ainsi de suite. 

Cette rosace a été construite 
par M. Ghevreul pour servir aux 
usages de la manufacture des 
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Gobelins. Il a construit également d'autres rosaces, donnant 
les tons de la précédente, mais éclaircis ou rabattus à i/io, 
2/10, etc. Il les a classés et dès lors il lui a été facile, étant 
donné un ton quelconque, d'indiquer la rosace à laquelle il 
appartient et la place qu'il y occupe. 

Couleurs complémentaires. — Deux tons sont com- 
plémentaires lorsque par leur mélange ils donnent du blanc 
ou du gris non coloré. 

Si Ton admet que les trois tons simples sont nécessaires 
pour former le blanc, on aura d'une manière approchée tous 
les tons complémentaires les uns des autres, en prenant sur 
la rosace dés couleurs celles qui sont aux extrémités d'un 
même diamètre. 

Le rougQ a pour complément le vert. 

Le 'jaune — le violet. 

Le bleu — l'orange. 

Couleurs usuelles. — On ne trouve que très-diflficile- 
ment, dans le commerce, les couleurs pures; elles sont tou- 
jours plus ou moins mêlées à un pigment noir, de telle sorte 
que si l'on mélange deux couleurs complémentaires on 
n'obtiendra pas du blanc, mais du gris. 

Si, de même, on mélange un jaune pur et un bleu pur du 
commerce, on n'obtiendra pas un vert pur mais un vert un 
peu gris : c'est ce qui explique les efforts des fabricants de 
couleurs pour arriver à créer directement toutes les nuances 
des tons purs et composites. 

Pour le dessin de machines et le lavis, on n'a besoin que 
des couleurs suivantes : 

Encre de Chine Ombres. 

Ocre jaune . . • . 

Gomme gutte 

Jaune indien .... ^ Jaunes. 

Sépia 

Terre de Sienne brûlée 

Carmin • • • [ Rouges. 

Vermillon. .... 



♦ -^ 
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Bleu de Prusse 

Indigo \ Bleus. 

Outremer ou Cobalt 



Teintes conventionnelles. — On a adopté, dans le 
dessin de machines, les teintes conventionnelles suivantes 
pour rendre la coloration des principaux matériaux que l'on 
emploie en mécanique. 

Composition des teintes conventionnelles. 

^ ^., l Bleu de Prusse 18 J ^^ 

Fer. tôle, acier j ^^^^^ ^^ ^^^^ 2 { 20 

IBleu de Prusse 15 
Encre de Chine 4 ( 20 
Carmin 1 

I Gomme gutte.' 18 
Carmin 3 [ 20 
Jaune ind. si c'est poss. » 

^ . ( Terre de Sienne brûlée , 10 ) ^^ 
Gumerouge • j Carmin 10 j ^0 

Ocre jaune 4 

p .« ,Sépia 4. 

^^^^ ^ Terre de Sienne brûlée . 10^^ 

Carmin 2 

Terrains : — Sépia et Sienne brûlée avec touches plus 
intenses faites au pinceau. 

Ouvrages en coupe : — Carmin très-étendu. 

Lavis en camaïeu. — On nomme camaïeu une pein- 
ture faite avec un seul ton (bleu, rouge ou noir). Un lavis 
fait uniquement à l'encre de Chine est un camaïeu. 

Il est facile de voir que dans un pareil lavis on rendra 
d'une manière approchée les effets des couleurs en se 
servant d'une teinte très-légère pour le jaune, puisque c'est 
une couleur claire, d'une teinte plus accentuée pour le rouge 
et d'une teinte plus foncée encore pour le bleu. 

Causes de la couleur des objets. — Saturation, 
sursaturation, sous-saturation. — Un objet éclairé 



— 158 — 

par la lumière blanche nous parait coloré, parce que cette 
lumière est décomposée à sa surface. Une portion est pour 
ainsi dire absorbée, tandis que l'autre est renvoyée. Si le 
rouge est absorbé, le vert est renvoyé. La couleur renvoyée 
est complémentaire de celle qui est absorbée. 

Il existera un instant ou la limite d'absorption sera atteinte. 
A ce moment, si l'on éclaire davantage la surface, toute 
la lumière blanche reçue ne sera pas décomposée: une 
portion nous sera renvoyée, et l'objet nous paraîtra teinté 
de sa couleur propre, mais mêlée de blanc, c'est-à-dire 
éclaircie. 

Au contraire, si la lumière blanche éclairante diminue 
d'intensité, l'objet paraîtra plus sombre et teinté de sa cou- 
leur propre rabattue. 

Il y aura saturation, dans le premier cas, sursaturation 
dans le second, et sous-saturation dans le troisième. 

Conventions. — Orientations saturées, sursa- 
turées et sous-saturées. — En dessin géométrique, 
il nous faut un point de départ défini, quoique convention- 
nel. 

Nous conviendrons qu'un plan est à sa limite de satura- 
tion, c'est-à-dire à son maximum de coloration, ni teinté 
de noir, ni teinté de blanc, lorsqu'il est parallèle au plan 
de la projection que l'on regarde. Nous nommerons orien- 
tation saturée celle qui correspond à cette position. Si le 
plan se place plus normalement à la lumière, il se sursa- 
ture et s'éclaircit ; s'il fait le contraire, il se sous-sature et 
se rabat. 

Il est facile de voir, en consultant les échelles, que sur 
les surfaces courbes, la zone saturée, c'est-à-dire celle sur 
laquelle nous devrons trouver la couleur propre de l'objet, 
ni rabattue ni éclaircie, sera celle comprise entre les lignes 
de teintes n®' 4 et 5. Il est très-important de retenir ce 
résultat, 

(A suivre.) 
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AGADËMIE DB GLERMONT 

Novembre 1878. 

/« Série. — Établir les fonnules de résolation d'un triangle rectiligne con- 
naissant deux côtés et Tangle compris. Les appliquer à l'exemple suivant : 
a = 4,732» , h = 3,6i5. 9, C = 65- 3/ 6". 

T Série. — 1. Montrer que le triangle formé avec des longueurs inver- 
sement proportionnelles aux hauteurs d'un triangle est semblable à ce 
triangle. 

2. Sachant que 1&^ hauteurs d'un triangle sont égales à 20 mètres, à i5 
mètres et à 12 mètres. Calculer la suriî&ce et les côtés du triangle. 

5* Série, — Résoudre 2 cotg a; + 3 tg a; =- a. 

Discussion. — Application au cas de a = 2^ , calculer dans ce cas a; en 
degrés, minutes et secondes. 



FACULTÉ DE CAEN 

Session d'ayril 1879. 

1'* SÉRIE. — Démontrer qu'une tangente à la parabole fait des angles 
égaux avec le rayon vecteur du point de contact et Kaxe. — Montrer com- 
ment on peut construire la directrice quand on connaît le foyer et le 
point de contact de la tangente. 

— La durée moyenne de la révolution sidérale de la lune étant égale à 
27 jours, 32166, celle de Tannée sidérale étant de 365 jours, 264, on pro- 
pose de calculer en jours et fraction décimale de jour la durée de la révo- 
lution ^nodique de la lune et de convertir la fraction décimale obtenue 
en heures, minutes et secondes. 

2* SÉRIE. — Simplifier p (p — a) -+- (p — ô) (p — c) 

a + h + c 

pour p = ' ■ 

2 

— Calculer la bissectrice de l'angle A, connaissant 6, c et le triangle étant 
rectangle. 

3* SÉRIE. — Étant donnée la somme des rayons de deux sphères, étudier 
les variations de la somme de leurs volumes. 



FACULTÉ DE PARIS 

Session de novembre 1878. 

Comment, en géométrie descriptive, obtient-on la distance d'un point & 
une di'oitef 
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^^ Trouver les expressions de sin x et de ces x en fonction de tg — • 

2 

On remarquera que ces expressions sont des fonctions rationnelles de 

X 

tg — .Pouvait-on prévoir ce fait à priori? 

— Partager une droite donnée en deux parties proportionnelles aux carrés 
de deux lignes données. 

— On donne une demi-circonférence décrite sur AB comme diamètre* 
par le point A et le centre C on mène deux droites parallèles AD et CE 
faisant avecle diamètre AB un angle x et rencontrant respectivement la demi- 
circonférence aux points D et £. On joint D£, BD, Bi£ et l'on propose de 
déterminer Tangie x de façon que Taire du trapèze ADEG soit le double 
de l'aire du triangle BËD. 

— Calculer le rayon de la base et la hauteur h d'un cône connaissant 
son volume représenté par -x- i^a' et sa surface totale représentée par ic6>« 

— Calculer la tangente de Tangle A d'un triangle sachant que les côtés 
ont pour longueur a = 7, 6 = 4, c = 5. 

— Résoudre sin a; + sin y = a. 

cos a? cos y = 6. 

Appliquer à a = — , h = — — . 

— Le triangle ABC est rectangle en A, les côtés AB, AC ont une longueur 6. 
Exprimer en fonction de b le volume engendré par la rotation du triangle 
autour de AX situé en dehors du triangle et faisant un angle de 30* avec AB. 

— Le quadrant AB dont le centré est en est divisé au point C en 
deux parties telles que la corde AC est le double de la corde CB. Calculer 

Ja tangente, le sinus et le cosinus de l'angle • 

— Calculer le premier terme d'une progression arithmétique connaissant 
la raison de cette progression et la somme des n premiers termes. 

— Démontrer que le trinôme x — i — a;^ est négatif, quel que soit a;. 

— Rendre calculable par logarithmes la somme de deux tangentes. 

— Etant donné un hémisphère on propose de le couper par un plan 
parallèle à la base de façon que le volume compris entre le plan et la sur- 
face sphérique soit égal à la demi-somme des cônes ayant pour base commune 
le cercle d'intersection et pour sommets le centre et l'extrémité du rayon 
perpendiculaire au plan. 

— Etant donné un rectangle OABC, par le sommet on mène dans l'in- 
térieur du rectangle deux droites OA', OB', rencontrant respectivement les 
côtés AC et BC en A' et B' et faisant respectivement le même angle x avec 
les autres côtés OA et OB. Ou joint A' B'. Déterminer Tangle x de façon 
que Taire du triangle OA' B' soit la somme des aires des triangles OAA' et 
OBB'. 

— L'angle yox est droit. On porte sur oy une longueur OB » h. puis à 
la suite une longueur BC = m. Déterminer la longueur OA sur ox de telle 
sorte que les deux angles CAB, BAO soient égaux. 

^ Quelle relation doit-il y avoir entre les tangentes de trois angles pour 
que la somme de ces angles soit égale à 180"? 
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— Démontrer que le produit do phis petit eomimm multiple et da plus 
grand commno diriseinr de deox nombres est ésil ao prodoU de ces deux 
nombres. 

— Examiner la variation de la snrfaeed'nn trapèze isoseèle eiroonscrit aune 
eirconféfenee donnée. 

Indiquer dans quel cas cette surface sen minimum. 

— Dans une circonférence de rayon r, on mène un diamètre AB et une 
perpendiculaire CD à ce diamètre distante du centre d'une quauUlé d moindre 
qoe r. Déterminer les rayons des circonférences tangentes aux deux droites 
rectangulaires et à la circonférence donnée. 

— Etant donné un triangle rectangle BAC, mener par le sommet de Tangle 
droit A une sécante telle qu'en abaissant les perpendiculaires CD, BE 
sur cette sécante, la somme des deux triangles ACD, ABE soit égale au 
triangle ABC. 

— Soit un demi-cercle de diamètre AB. Déterminer sur ce demi-cercle 
un poml M tel qu'en menant UN parallèle à AB et eo joignant AM , on 
ait MN = 2 AM. Prendre pour inconnue l'angle MOA. 

— On donne un rectangle ABCD, Trouver sur la base supérieure un point 
M tel qu'en le joignant au sommet A et en faisant tourner la figure autour 
de la base inférieure AB, la surface engendrée par AM boit égale à celle 
engendrée par CM. 

— On donne l'équation ax^ + te + c = o, former une équation qui aurait 
pour racines les carrés des racines de la première. Si les racines de la pre- 
mière sont réelles, celles de la seconde le sont aussi. — La réciproque estr 
elle ?raie7 

— De ce que sin* A = sin* B + sin* C, peut-on en conclure que le 
triangle soit rectangle. 



Session d'avril 1879. 
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Résoudre a sin â; + ^ sin y = a 

a cos a? + ^ cos y = 6 

— On donne dans un trapèze isoseèle les deux bases a et & et le côté c. 
On demande la longueur de la diagonale. Application numérique a = 25, 
^ = 7, c s= 3. 

— Etant donnés un cercle et un diamètre AB de ce cercle, on considère 
le rectangle MMPQ dont deux sommets M et N sont à lintersection du 
cercle et d'une parallèle à AB et dont les deux autres P et Q sont les pro- 
jections de M et N sur AB. Déterminer la position de MN pour laquelle la 
surfaee de ce rectangle est maxima. 

— Quels sont tous les angles œ vérifiant l'équation cos 2X = cos a; ? 

— Calculer les côtés d*un triangle sachant que les longueurs des côtés 
sont exprimés par trois nombres entiers consécutifs et que le nombre qui 
mesure la surface est égal à deux fois le nombre qui mesure le périmèire. 

*- Un mobile est abandonné sans vitesse initiale sur un plan incliné fai- 
sant un angle de 3o* avec l'horizon. Quel sera l'espace parcouru au bout 
d'une minute? quelle sera alors sa vitesse? 

— Trouver la somme des termes d'une progression arithmétique dont le 
premier terme est a, la^raison'V et dont le nombre des termes est n. Pour 



quelle valeur de a et de f cette somme sera-t-elle égale à n' quel qae 
soit n? 

— Résoudre a tg x + b cotg x ^ Cm 

— Étant donné un triangle équilatéral ABC, déterminer l'angle que fait 
avec le côté AB = a une droite AD menée parle sommet A, dans l'intérieur 
du triangle, de manière que le volume engendré par le triangle partiel ABD 
tournant autour de AD soit égal à 4 fois le volume engendré par le trian*- 
gle AGD tournant autour de cette même droite AD. 

-^ Étant donné un triangle équilatéral ABC de côté a, on prend sur les 
côtés des longueurs AA' s BB' s CG' = a;. Quelle doit être cette longueur 
X pour que Taire du triangle A'fi'C soit la moitié de Taire totale ABC. 

— Un poids de 10 kilog. glisse sur un plan incliné de 46* sur l'horizon, 
en suivant une ligne de plus grande pente du plan. Quel est le travail ac- 
compli par la pesanteur pendant que le poids se déplace de A en B. AB =: 2"* 

— Calculer sin — , cos — , tg — connaissant cosa. 

2 22 

— Etant donné un triangle de côtés a, d,c, et d'angles A, B, C, démontrer 

-^' a 

/ que les angles aigus a?, y, % déterminés par les équations cos x = ' , 

* -p c 

h c 

cos y = ; — , cosa? s= 7— r- vériflent les relations 

a + c ^ a + 6 

X v % 

X y z ABC 

tg— tg — tg — =.tg — tg— tg— . 

— Étant donnée une demi-circonférence de diamètre AB = 2R et la 

tangente AC à Textrémilé A du diamètre, on prend un points sur le pro- 

longdment du diamètre AB, et ou mène de ce point la tangente SC à la 

dimi-circonférence; on demande de déterminer la distance AS de façon 

que l'aire latérale du cône engendré par la rotation du triangle SCA autour 

3 
du côté SA soit équivalente à — de Taire de la surface engendrée dans 

celte rotation par la demi-circonférence. 

— Déterminer toutes les vafeurs de x qui satisfont à Téquation tg x 
-h tg 20; =s tg Zx, 



QUESTIONS PROPOSEES 



163. — On donne une droite AB; un point C se déplace 
entre A et B. Sur AG et BG comme diamètres on décrit les 
circonférence^ et 0'. On mène une des tangentes communes 
extérieures qui rencontre en P et Q les tangentes en A et B. 
On mène PO et QO', ces deux lignes se coupent en un point 
M dont on demande le lieu géométrique, (Julliard.) 
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• 164. — ^Construire j graphiquement ràngje cb donné par 

" 3 sin ç cos 9 
réquation tg(»= -± — —r -^ 

ou cp est un angle donné. (Launoy,) 

165. — 6 et c sont deux côtés d'un triangle, l et f les 
bissectrices intérieures et extérieures de Tangle compris. 
Il existe entre ces quatre longueurs la relation 

46«c* = l\b + c)» + l'\b — c)K (Launoy.) 

166. — On donne une ellipse dans laquelle la longueur 
du petit axe est moyenne proportionnelle entre celle du 
grand axe et la distance focale. Le centre du cercle inscrit 
au triangle formé par les deux foyers et un point quel- 
conque de Tellipse partage la normale en ce point en 
moyenne et extrême raison. (Launoy.) 

167. — Construire un triangle, connaissant un côté, un 
angle adjacent et le rapport de la surface de ce triangle à 
celle du triangle formé par les deux bissectrices de l'angle 
donné et le côté opposé. Examiner le cas où ce rapport est 
égal à 2. (Launoy.) 



Avis. — Nous prions nos correspondants de vouloir bien nous faire parvenir, 
le plus tôt possiole, les sujets de composition donnés dans chaque académie 
au baccalauréat es sciences à la session d'avril, ainsi que les sujets de 
concours académiques, aussitôt qu'ils seront connus. JNous rappelons à 
ce propos que toute communication ne faisant pas double emploi avec un 
sujet déjà publié sur les questions de concours ou d'examen, tant au 
baccalauréat quà l'École militaire, qui nous serait envoyé, serait accueilli 
avec reconnaissance. 

Nous devons rappeler à nos correspondants les indications suivantes relatives 
à toute communication : Les solutions émanées de professeurs ne seront 
pas insérées ni signalées, à moins d avis contraire. — Toute solution d'une 
question doit être sur une feuille isolée, ainsi que la figure, que l'on pourra 
lixer À la feuille relative à la solution correspondante. Lhaque solution doit 
être signée. Les questions proposées doivent, autant que possible, être 
accompagnées d'un aperçu sur la solution; sont exceptées de cette condition 
les questions de concours et d'examen. —Enfin, pour éviter toute confusion 
ou un oubli involontaire, nous invitons nus correspondanis à vouloir bien 
suivre, pour leur envoi, les indications mises sur la couverture. . 

A. M. 

Le Rédacteur-Gérant, 

J. BOURGET. 
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IMPBIMERU CBNTEILE DBS CHEMINS DE FEB. — A. CHÀIX ET C'« 
BOB BBBGÈBI, HO, A PABIS, — 8U8-9. 
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NOTE DE MÉCANIQUE ET GÉOMÉTRIE 

Par H. H. I<eeo«, profetwur au Lycée d« ConsOntlM. 



Le problème suivant de statique, k cause des Dotioos de 
cinématique qu'il emprunte pour sa solution, conduit à un 
procédé particulier de construction pour la normale à l'el- 
lipse et à une détermination simple de son rayon de cour- 
bure. C'est surtout & ce point de vue que la question offre 
de l'intér&t. 



Etant données sur urt plan vertical les traces OX. et OY de 

deux plans inclinés à l'horison et perpendiculaires au plan 

vertical, placer dans ce. dermer une droite KH pesante, Aoroo- 

géne, de longtteur donnée 1, de telle sorte qu'étant posée par 

nmatu. db kaib. 1ST9. 11 
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ses deux extrémités sur OX et OY, elle soit en équilibre en 
faisant abstraction du frottement. 

Soit KH la position d'équilibre et 6 l'angle TOX. 

Élevons en K et H les perpendiculaires KG et HG à OK 
et OH ; le point G de leur rencontre est le centre instan- 
tané de rotation de la droite KH considérée comme mobile. 

Le lieu du point G est une circonférence décrite du point 
comme centre, car OG est le diamëtre du cercle circons- 
crit au quadrilatère KOHG et il est égal à 

""' sin YOX "" sin Ô 
Si donc l est constant il en est de même de OG. 
La droite MN qui joint les milieux des diagonales de ce 
quadrilatère a aussi une longueur invariable, car 

ÔK* + KG* + GH* + HÔ* = ^ + -r^ + 4MN* 
' ' ' ' sm * e ' ^ 

et comme ÔK* -f KG* === CÔ* === GH* + H(? 

on en tirera MN = — cotg 

Le lieu des milieux M de KH est une ellipse passant par 

les points G et L tels que OG = OL = . Les axes de 

cette ellipse sont dirigés suivant les bissectrices des 
quatre angles que forment les droites OX, Y et leurs pro- 
longements. 

Le petit axe est égal à — cotg — 

Le çrand axe à — « tg — 

Le point G centre instantané de rotation de la droite KH 

est aussi celui de la droite de longueur constante MN dont 

les deux extrémités N et M glissent Tune sur la circonférence 

l 
de rayon ON = — et l'autre sur l'ellipse ABA'B', puisque CM 

est normale à la courbe que décrit le point M, c'est-à-dire 
à l'ellipse engendrée. 

De plus, si N tourne autour de . d'un angle infiniment 
petit u>, le même point qui est le milieu de OC peut être 



.♦ •• 



• 
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considéré comme tournant du même angle autour de G, mais 
en sens inverse. Pareillement dans un déplacement infini- 
ment petit le point D tournera de Tangle (o autour de C 
centre instantané de la rotation MN. 

Actuellement la condition d'équilibre proposée consiste 
en ce que la normale CM soit verticale ou que le milieu de 
la droite HK se trouve au point M de Tellipse oîi la tangente 
EF' est horizontale. En effets considérons un déplacement 
virtuel élémentaire qui se réduit à une rotation infiniment 
petite autour de G. Le travail virtuel des réactions normales 
de chacun des deux plans est nul de lui-même; le travail 
du poids appliqué au milieu M de EH est également nul, 
puisque le déplacement du point d'application est horizon- 
tal ; donc l'équilibre a lieu. 

Le problème ne sera possible que si, dans l'angle 0, on 
peut mener une tangente horizontale à l'arc d'ellipse inter- 
cepté entre les deux côtés de cet angle. 

Conséquences : 

L a et 6 étant les deux demi axes de l'ellipse, on trouvera 

]f a+ b 6 l/ ' b 

= r — y^^^ — = V — r-T 

sm ô = — —. — r- 
a + 6 

' ' ' ' 2 2 

On conclut de ees valeurs la construction suivante de 
la normale en M. 
Du centre de l'ellipse décrivons deux circonférences avec 

a 4- b et — ^ — comme rayons ; du point M comme 

2 

centre et avec pour rayon décrivons un arc de 

cercle qui coupe la seconde en N; tirons ONG et GM sera 
la normale cherchée. 

IL Traçons encore du point comme centre avec a et & 
comme rayons deux circonférences; on aura 



e 

sm — 
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a 



nN = n'N = MN = 



2 

donc le triangle nMn' est rectangle. 

Abaissons de n une perpendiculaire sur AA' ; soit M^ son 
point de rencontre avec l'ellipse; joignons nM^ et NMi (ces 
constructions ont été omises pour ne pas compliquer la 
figure). D'après une construction bien connue de Tellipse, 
Tangle wM'n' est droit; donc 

2 2 

et, par suite, M^ coïncide avec M ; en conséquence Mn* est 
parallèle & AA' et tiM lui est perpendiculaire. 

III. On en conclut 

CM _ Qr^ _ ja_ 

MP "" n'O "* 6 
ou, si Ton pose CM = g et MP == n 

p __ a 

n b 

Or on sait que le rayou de courbure p est égal au cube 
de la normale divisé par le carré du paramètre *, 



soit p = 



n^ 



(4)' 



donc on a aussi cette expression p = — S-» 

* M. Coliignon, dans son traité élémentaire de mécanique pour l'ensei- 
gnement élémentaire spécial, donne, par des considérations élémentaires, 
une expression du rayon de courbure de l'ellipse, dont il est facile de 
déduire 1 énoncé précédent. En effet, si j'appelle p la distance du foyer F 
à la tangente en M, r le rayon vecteur correspondant, p le rayon de cour- 
bure, n la normale, M. CoUignon établit d'abord la formule suivante 






Puis, il montre que la projection de la normale sur le rayon vecteur est 

constante et égale à — : 

a 

Mais on a -^ s à ; donc, on trouve 



r 

n 



(fj 



— ; d'où P = 



(f)'- 
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lY. Détermination directe du rayon de courbure, co étant 
l'angle infiniment petit dont se déplace N en tournant 
autour de ou de C, soit 9 l'angle infiniment petit corres- 
pondant dont se déplace M en tournant autour du centre 
de courbure C. 

Rappelons que le rayon de courbure, comme celui d'un 
cercle, est égal au rapport d'un arc infiniment petit de sa 
circonférence à l'angle des normales menées à ses extrémi- 
tés et que par conséquent l'arc est égal au rayon de cour- 
bure multiplié par l'angle en question exprimé en parties 
du rayon; on aura donc, si l'on convient d'affecter d'un 
accent les positions simultanées voisines des points N, M 
et C, ce = OC X CD = (a + 6)co 

RC X (p = (p + p)<p = ce cos (JcTeH) = ce cos fîCN 
RM X ? = P9 = CM X co = Pg). 
JC étant la tangente en C à la circonférence UCV, on en 

déduira par l'élimination de CC et du rapport 

p(p + p) = p{a + b) cos MCN ; 
or, le triangle MCN donne 



(i> 



? 



cos MCN = 



d'oïl 



P« + ab 
P(ct + 0) 



' ab 

V. Pour construire cette expression, remarquons que le 
triangle CMO et sa médiane MN donnent : 

OM* + p« = a« + b\ 

D'ailleurs on a évidemment : 

GQ^ +^^ = ifH- MQ)^+ W = (a + by 
et OM' = MQ' + QO'; 

d'où p X MQ = a6 et p = -^. 

Ce qui justifie la construction suivante : 

Décrivons du point M comme centre avec CM ou P comme 
rayon, l'arc CI jusqu'à sa rencontre en I avec UV parallèle 
à la tangente EF, autrement dit avec le diamètre conjugué 
du rayon OM et au point I élevons une perpendiculaire à 
MI; cette perpendiculaire passera au centre de courbure. 
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VI. La même figure sert à démontrer aisément la relation 
MP. MQ = 6» facile à traduire en langage ordinaire. 

En observant que izab = i: on en conclut que Taire 

de l'ellipse est équivalente à celle du cercle de diamètre /. 
On établira aussi que P est moyenne proportionnelle entre 
les rayons vecteurs menés de M aux foyers de Tellipse, 
d'où en les désignant par r et r 

P« = rr 

2 

VV (fi') ^ 

et par suite p = ^,^ = t — 

'^ ^ MQ ab 

on arrivera à cette égalité en considérant le triangle des 
rayons vecteurs et en appliquant le théorème qui donne le 
produit de deux côtés en fonction de la bissectrice et des 
segments qu'elle détermine sur la ligne des foyers. 

VII. Les projections de p sur les rayons vecteurs prolon- 
gés sont constantes et égales à 6. C'est ce que Ton déduira 
des égalités suivantes, en appelant u leur angle 

4G* = r* -\- r* — 2 rr cos u 

r« + r'» = 2ÔM^ + 2G« 
rr = p« 

•X !.• ..o ï + cos u 
par suite 6* = S» ■ 

*^ 2 

u 
et 6 = 3 cos — 

2 

Cette remarque permet de simplifier encore la construc- 
tion du centre de courbure en dispensant de tracer la 
circonférence UCV et en déterminant p au moyen de b et d'ti. 

Soient MF, MF' les rayons vecteurs, AA' le grand axe, 
OB le demi petit axe, le centre et M le point considéré 
de l'ellipse. 

Menons la normale MC oh la bissectrice de l'angle F'MF 
= u; prenons MI = BO = 6 et menons par I la perpen- 
diculaire IH à MI jusqu'à sa rencontre en H avec l'un des 
rayons vecteurs MF; on aura 

^ ==: m «Q3 ^ 4'oij m ^ ^ 
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Décrivons du centre M avec MH pour rayon l'arc HK 
jusqu'à sa rencontre avec la parallèle GOL à IH; enfin 




élevons KC perpendiculaire à MK et le point G sera le centre 
de courbure. 

Nota (ûg. 1). — Si l'on prend MC = MG » p on aura OC parallèle à 
MN et double de celte ligne. Donc le lieu du point G' est une circonférence 
ayant son centre en 0. 

D*où ce résultat : 

Si sur les normales à Tellipse on prend à partir du point M de part et 

d'autre des longueurs égales à ^rr" , le lieu des extrémités de ces droites 
seront deux circonférences concentriques ayant pour rayons a + 6 et a — b» 
La circonférence décrite sur GG' comme diamètre est donc celle qui con- 
tient le point I et sa tangente en I passe par le centre de courbure R. 



VARIATION DU TRINOME 



1. Avant d'étudier cette variation, résumons celle du 
trinôme ax^ -^ bx -{- c. Il peut se mettre sous la forme 

b V . 40c — 6' 



# + -èr)' + 



2a J ' 4a* 

et Von voit quej x variant de —r 00 à 



■}• 



2a 



^ puis de 
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— à + 00 , le trinôme varie de =t oo à 



2a ' 4a 

puis de — à ± 00 , Finfini ayant le signe de a. 

Ad 

Le trinôme prend les mêmes valeurs pour a? = a 

h 

et o? = 1- a. Si a est positif, le trinôme a pour 

2Cv 

minimum — ; si a est négatif, cette même quantité 

est le mcuxnmum du trinôme ; le minimum est négatif, nul 
ou positif, suivant que les racines sont réelles et inégales, 
égales ou imaginaires; c'est le contraire pour le maximum. 

Le trinôme peut encore se mettre sous la forme 

a{x — x) {x — a?"), 
x et x" étant ses deux racines. Cette décomposition fait 
voir immédiatement que la valeur du trinôme est de même 
signe que a, excepté quand x est compris entre les deux 
racines, ce qui ne peut arriver que quand elles sont réelles 
et inégales. C'est ce qu'on peut également conclure de la 
première décomposition. 

Considérons maintenant le trinôme O/X^ + ^^* "h c- 

2. Commençons par remarquer que le trinôme prend les 
mêmes valeurs pour x =: — a et pour a? =-}-«; en sorte 
que X variant de — 00 à o, le trinôme prend les mêmes 
valeurs que quand x varie de + 00 à o. 

3. Le trinôme peut s'écrire af ce* -| a;* -| — —\ . 

1® Si — est positif, le facteur a5* H x* 4- — est 

o ^ a ^ a 

constamment croissant avec la valeur absolue de x; par 
conséquent, x variant de — 00 à o et de o à -|~ ^ » <^6 tri- 
nôme diminue constamment de -f- <» à — , puis aug- 

mente constamment de — à + 00 ; il a donc seulement 

a * 

un minimum égal à — . En multipliant par a toutes les 
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yaleurs que prend ce trinôme, on aura celles du trinôme 

flx* -f- bx^ + c; donc, quand a et 6 sont positifs, x variant 

de — 00 à o, et de à -f- ^ 9 

le trinôme varie de + <» ^ c> ®* d® ^ ^ + °^ ? 

et quand a et 6 sont négatifs, x variant 

de — 00 à o, et de o à -|- 00 , 

le trinôme varie de — oo à c et de c à — oo . 

Dans le premier cas c est un minimum, et dans le second 
cas c est un maximum. 

2** Si — est négatif, on sait que x* variant de + oo à 

, le trinôme (x^Y + — (x^) -1 décroit c<nis- 

2a ^ ^ ^ a ^ ^ ^ a 

tamment de + oo h~ , et que x* décroissant à 

parlir de , le trinôme va constamment en crois- 

2a 

sant; donc x variant de — oo à — y — ■ , le trinôme 

f 2a 

x*-j 'X*-\ décroîtra d'abord de + oo à ^ 



a a ' 4a* 

pui, ce wU»t de - VZZE , „. le tHo,.e c,..U. de 

r 2a 

Aac — b* ^ c . , , , , . . * 

a — ; et x variant de o k -}- 00 , le trinôme 



4a» a 

repassera par toutes les valeurs précédentes. 

En multipliant par a ces deux séries de valeurs, on aura 
celles du trinôme ax* + bx*-\- c; donc lorsque a est positif 
et b négatif, x variant de 



-00 à-l^ ^ 

r 2a 



et de —y à o, 

r 2a 

le trinôme varie de + 00 à -^ — — — 

. , 4ac — 6* 

et de --Î a c, 

4a 



2a 
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en décroissant dans le premier intervalle et en croissant 
dans le second; 

puis X variant de o à ^ — 

et de 1/ à + cx) , 

le trinôme varie de c h -^ 

4a 

et de -^ a + 00 , 

4a 

en décroissant dans le premier intervalle et en croissant 
dan% le second. 

Il y a deux minimums éffaux à -^ et un maxi- 

•^ ^ 4a 

mum égal à c. 
Mais si a est négatif et b positif, x variant de 



00 à 



-f 



2a 



et de — y à o, 

r 2a 

le trinôme varie de — 00 à — 



4» 

et de -3-- à c, 

4a 

en croissant dans le premier intervalle et en décroissant 

dans le second; puis x variant de 



o à+ V ■ 



2a 

et de +1/ à 4- 00 , 

r 20 ' 

le trinôme varie de c à -^ 

4a 

. , 4ac — 6» ^ 

et de "-^ a — 00 , 

4a 

en croissant dans le premier intervalle et en décroissan 

dans le second. 
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Il y a deux maximums égaux à — et un mini- 

mum égal à c. 

4. Quant aux signes du trinôme, ils seront donnés faci- 
lement par la décomposition en facteurs. On a 

aac* -f 6x« + c = a(x* — y") (a?« — j/"), 
y et y" étant les racines du trinôme ay* + fcj/ + c. 

Si les racines y et y" sont négatives ou imaginaires, le 
produit (a;* — y) («" — y^) est constamment positif; par 
conséquent la valeur du trinôme est constamment du signe 
de a. 

Si y est négatif et y" positif, le facteur x* — y' est 

positif; mais le facteur x* — y" ou {x + Vy^) \x — Vy^) 
n'est positif que si x n'est pas compris entre les racines 

— Vy" et + V y" ; en sorte que x variant de — 00 à — ^Ty" 

ou de + Yy^à -J- ^> 1© trinôme prend le signe de a; et que 

X variant de — Vy^ à -j- Vy% la valeur du trinôme est de 
signe contraire à a. 

Si y' et y'' sont tous deux positifs, le trinôme prend le 
signe de a quand x^ n'est pas compris entre y' et y'^; et 
comme 

{x^ - y) (X* - yl = {x + \ff)(x + yJY) {x-yfj) 

(x-if) 

on peut dire que le trinôme est positif quand la valeur de 
x est supérieure ou inférieure à un nombre pair des quatre 
quantités 

-^/7. -^ +v^ +>^ 

Ainsi le trinôme prend le signe de a quand x est infé- 
rieur à — vy^ou compris entre — vy^et + vy' ou supé- 
rieur à -|- Vy^; et il est de signe contraire à a quand x 
est compris entre — Vy^ et — vy^ ou entre -f- vy^ et 
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ELEMENTS DE LA THEORIE DU LAVIS 

Par M. Pillet, professeur de lavis à TÉcole Polytechnique. 

(Suite; voir page 151.) 



Des teintes. — Transparence et intensité d'une 
teinte. — Une teinte d'encre de Chine ou de couleur ap- 
pliquée sur le papier agit comme un verre coloré ou teinté 
qui ne laisse passer qu'une fraction de la lumière qui est 
distribuée à ce papier et qui nous est renvoyée par lui. 

Nous appellerons transparence d'une teinte, la fraction 
de la lumière que laisse passer cette teinte. 

L'intensité serait la fraction de lumière arrêtée. 

Si on représente par T la transparence et par I l'inten- 
sité, on aura T -|- I = i- 

Problème n® 1. — Quelle est la transparence finale 
T" de deux teintes superposées de transparence T et T'? 
-- On aura: T" = T X T' 

En effet, la teinte de transparence T', par définition, laisse 
passer une fraction T' de la teinte sur laquelle on l'applique; 
si donc cetle teinte n'a qu'une transparence T, la transpa- 
rence totale sera T X T'. 

Conséquences: 1^ Si l'on prend une série de teinles 
égales superposées, tandis que le nombre des teintes croîtra 
en proportion arithmétique, la transparence finale décroîtra 
en proportion géométrique; 

2® Si l'on passe une même teinte sur deux autres teintes 
inégales, l'assombrissement relatif le plus considérable sera 
produit sur la teinte la plus faible. 

Problème n® 2. — Réaliser au lavis à l'encre de 

2 

Chine une teinte de transparence connue, -^ par exemple. 

Avec un tire-ligne rempli d'encre absolument noire on 
tracera une série de traits parallèles et équidislants. Ces 
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traits auront une épaisseur constante, — millimètre, par 

exemple, et les blancs compris entre eux auront ^ 
un millimètre. Vue de loin, une feuille de papier 
ainsi réglée paraîtra teintée. La surface des blancs 

2 

sera les -r- de la surface totale et par suite on 
5 

peut admettre, en ne tenant pas compte des effets 
d'irradiation, que la transparence de la teinte ainsi figurée 

sera -r-. Il sera facile ensuite de mélanger d'eau une 

teinte d'encre de Chine, de telle sorlo que la teinte qu'elle 
fournira au pinceau soit équivalente à celle que nous venons 
de créer au tire-ligne. 

Mélange des teintes dans le godet. — Problème 

n° 3. — On a dans un premier godet un volume V de teinte 
de transparence t et dans un deuxième godet un volume Y' 
de teinte de tranparence t'. On les mélange; quelle sera 
la transparence t" de la teinte ainsi formée? 

Imaginons, pour fixer les idées, que la couche d'eau teintée 
déposée par le. pinceau ait une épaisseur constante E. 

Répartissons la teinte du premier godet entre n dia- 
phragmes sans épaisseur, séparés entre eux par une dis- 
tance E. Au lieu du volume V on pourra, si les dia- 
phragmes ont pour surface l'unité, prendre la quantité nE. 

V= nE. 

La deuxième teinte répartie de même aura un volume V 
représenté par n'E. 

La transparence de la teinte comprise entre deux dia- 
phragmes du premier vase est T, et puisque, nous avons n 
diaphragmes, la transparence finale des n diaphragmes du 
premier vase regardés en totalité sera T = ^» ; de même la 
transparence finale des n' diaphragmes du deuxième vase 
régardés en totalité sera : 

T, = r«' 

Si nous plaçons les deux vases au bout l'un de l'autre la 
transparence totale sera : 

T, = T X T, = t^t'^' 
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Mais il est évident qu'il reviendrait au même de mêler 
d'abord ces deux teintes et de les diviser en n -j- n' dia- 
phragmes, on de faire ce que nous venons d'indiquer. 
D'ailleurs, il est facile de vérifier par expérience que si 
dans une cuve transparente on place deux teintes d'inégale 
intensité, séparées par une lame de verre, la transparence 
totale sera la même, si on laisse cette lame sans mêler les 
teintes ou si on a enlevé la lame en les mêlant. 

Soit t'' la transparence de la teinte résultante, d'épais- 
seur E comprise alors entre deux diaphragmes, on aura: 

T. ^ (■•(- + »■) 
d'oii l'on déduit : f '» + »'= (« t'"', 
ou : /" (" + "')=(« (■<■■ , 



et (" = V '" ''"' 

Cette formule donnerait le moyen de créer par des mé- 
- langes convenables une teinte de transparence déterminée, 
une fois constituée comme ci-dessus, une autre teinte de 
transparence connue. 

Si l'on veut opérer par des additions d'eau, l'eau ayant une 
transparence t = i, on fera dans la formule t ^ i. Si, de 
plus, on prend pour unité le volume de la teinte h modifier, 
la formule précédente se simplifiera en faisant v = i. 

Exemple. — Quel volume d'eau faul-il ajouter à un 

volume éj 

La forn 

On fers 

11 vieui 
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Pour faire un godet de teinte -7- avec un godet -x- , il 

faudra l'additionner des 0.82 de son volume d'eau pure. 

Dans la pratique, on ne s'inquiète jamais de faire rigou- 
reusement ces mélanges, ce n'est qu'aprës avoir exécuté 
de nombreux exercices de lavis que l'on arrive à la juste 
appréciation des mélanges à faire pour avoir les teintes con- 
venables. Il est bon d'avoir un gros pinceau qui sert de 
jauge et à l'aide duquel on additionne d'eau les teintes 
comme nous l'indiquerons plus loin. 

Classification des teintes. — Nous diviserons ces 
teintes en quatre séries * : 

!• La teinte d'ébauche (teinte n® 0). C'est une teinte 
d'encre de chine de transparence -5- environ , que l'on 

place sur tout ce qui est dans l'ombre propre ou portée ; 

2® Les teintes d'ombre propre et les demi-teintes au nom- 
bre de quatre (teinte 1,2, 3, 4). Ce sont encore des teintes 
d'encre de chine. 

La teinte n° 1 s'obtient en additionnant de 1/6 environ 
d'eau pure la teinte 0, et se passe entre les lignes -f- i et T. 

La teinte n® 2 se passe entre + ^ ^^"2. On l'obtient en 
additionnant encore la teinte 1 avec de l'eau et ainsi de suite. 

3** Les teintes de couleurs au nombre de trois (teintes 
8, 6 et 7). 

Elles sont diversement composées, suivant la nature de 
l'objet et vont en augmentant de transparence. (Voir teintes 
conventionnelles). On les passe entre + ^ et 5, -f- 6 et 6^ 
-^- 7 et 7^ Sur le modèle en chromolithographie, il n'y a 
pas de teinte n® 8 et l'on a laissé la zone brillante com- 
plètement blanche. Dans les dessins lavés, on passera une 
teinte n® 8 excessivement légère; 

4** Teintes d'ombres portées (teintes n*^« 9, 10, H, 12, etc.). 
D'après ce qui a été dit sur l'intensité des ombres, on sait 

(*\ Voir pour les limites indiquées ici le Traité des Ombres et du Lavis, 
et les tracés précédents pour la sphère (pp. 78 et 112). Voir aussi les modèles 
de lavis [Libr. Delagrave). 
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qu'une zone dans l'ombre portée sera d'autant plus noire 
qu'elle eût été plus claire si elle n'eût pas été dans l'ombre. 

Si donc certains cônes ou cylindres étaient dans l'ombre 
portée, la zone -j- 7 devrait être la plus noire ; viendraient 
ensuite les zones + 7, -f- 6, -j- 5, etc. 

On devrait donc, dans ce cas, passer une première teinte 
noire , plus noire que la teinte d'ébauche, sur la zone 7. 
Une deuxième teinte s'étendant jusqu'à la ligne + 6 et re- 
couvrant les zones +7 et -\- 6 et ainsi de suite jusqu'à ce 
qu'on arrive à la ligne n*^ 0. 

On remarquera que ces teintes doivent être plus intenses 
que les précédentes pour plusieurs raisons : 1** il faut qu'elles 
détruisent l'efTet de dégradation produit par les précédentes 
et en sens inverse de celui que l'on veut maintenant obtenir ; 
2® il faut qu'elles produisent une nouvelle dégradation; 
3® elles s'appliquent sur une région fortement teintée déjà 
et, comme on l'a vu plus haut, leur effet relatif en est di- 
minué. 

Pratique du lavis. — Pratiquement, on opérera ainsi : 

avec le gros pinceau servant de jauge , on mesurera dans 

le godet 6 forts pinceaux d'eau pure. Dans cette eau, on 

délayera l'encre de Chine de manière à donner naissance à 

2 
une teinte t = -r- environ. Ce sera la teinte d'ébauche n" 

5 

que l'on passera sur tout ce qui est dans l'ombre propre ou 

portée, indistinctement. Cela fait, on y ajoutera un pinceau 

d'eau, ce qui donnera la teinte n® 1 passée des lignes -f- i 

à r On ajoutera à cette teinte deux pmceaux d'eau, ce qui 
donnera la teinte 2, passée de -}- 2 à 2. — On y ajoutera 
trois pinceaux d'eau ce qui donnera la teinte + 3 et ainsi de 
suite. 

Ombres portées. — On fera dans 6 pinceaux d'eau une 
teinte t = 1/2, c'est-à-dire plus forte que la teinte d'ébau- 
che et on la passera sur les zones qui sont dans l'ombre 
portée et qui eussent été les plus claires sans l'existence de 
cette ombre. — On y ajoutera un pinceau d'eau et on la 
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passeFa à cheval sur la précédente en avançant d^une ligne 
de part et d'autre, et ainsi de suite jusqu'à venir se souder 
sur la ligne d'ombre propre n** 0. 

{A suivre,) 



NOTE SUR LE TRIANGLE 

Traduit de l'anglais de Touvrage A Trealise on tome new geometrical methods. 
Par dTamea Bootb, membre de la Société Royale de Londres. 



Note du traducteur. — En publiant cette note, nous avons 
pour but de rappeler un certain nombre de formules connues 
de nos lecteurs, et en même temps de leur donner sur le 
triangle des formules nouvelles, que le Rev. James Booth a 
publiées dans un ouvrage qu'il a eu bien juste le temps de 
terminer, puisque la préface du second volume est datée du 
premier jour de Tan 1877, et que le journal anglais the 
Educational Times de mai 1878 annonçait à ses lecteurs la 
mort du révérend James Booth. Nous tenons à ne faire ici 
que traduire cet article, en conservant toute la concision 
des démonstrations de l'auteur; c'est pour cela que nous 
avons mis son nom en tète de l'article. A. M. 

SUR LES CERCLES INSCRITS, SX-INSGRITS, ET GIRGONSGRITS 

A UN TRIANGLE. 

1. Lorsqu'un triangle est donné, on peut trouver seize 
cercles liés à ce triangle, savoir : un cercle circonscrit, un 
cercle inscrit, trois cercles toitchant chacun un côté et les 
deux autres côtés prolongés; six passant par les centres 
des cercles tangents et les sommets du triangle pris deux 
à deux; quatre par les centres des cercles inscrits et ex- 
inscrits, pris trois à trois; enfin un seizième cercle passant 
par les pieds des hauteurs ; on peut l'appeler le cercle ortho- 
centrique^ il est circonscrit à un triangle que l'on appelle 
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orthocenlrîqûe (*). Il est aussi connu sous le nom de cercle 
dés neuf points. Les autres cercles sont désignés par leurs 
définitions. Les quatre cercles tangents aux côtés peuvent 
se noininér cercles de contacty et leurs centres sont les cenr- 
très de contact. 
Soient r, r , r", r'" les rayons des cercles inscrits et ex- 
inscrits, R le rayon du cercle 
circonscrit au triangle ABC ; 
les centres de ces cercles se- 
ront désignés par co, û, û', 
û% O; soit H le centre du 
cercle inscrit dans le triangle 
ortliocentrique,etpson rayon. 
Le cercle inscrit touche les 
côtés du triangle aux points 
B', A!f F, et le cercle ex-ins- 
erit touche les mêmes côtés 
aux points 3^ M, F', et comme 
BO = BF' et AM = AF', on 
a, en appelant a, b; c les côtés 
du triangle opposés auiE: àn^ 
gles Ay B, a, BO + AM = 
BA = c. Par suite CO -f- CM 
est égal au périmètre du trian- 
gle et comme GQ^ = CM, GG 
ou CM est égal au demi-périmètre du triangle; désignons 
par p ee demi-périmëtre; Comme OA' = OB', on a QA' z= 
MB', et puisque GA' = BF' -f BF; et MB' = AF + AF', 
on en déduit BF' + BF = AF' -f AF ; d*où BF = AF' ; 
donc BÀ = GA' == MB' = c. Par suite 

BG = p — a; MA = p — b; CA' = p — c. 

Soit A Taire du triangle» on a les formilles connues 

abc 




A f= pr = yfp(p — à){p — b){p — c) = 



4R 



(1) 



{*) li'atitettr a (iré^èttamment (téflni le trian^h erlkaeêMriqiie le triangle 
ayant pour sommets les pieds des hauteurs; le point de eoncours des hau- 
teurs. Â été appelé par lui orthocentre. 



Ou a aussi i 



p — a 
pût guite rr'r'V = -^ 



p — 6 ' 



r 



w 



pr 



p — c 



p*r 



P(P — ^)(p — b)(p — ç) 
Prenant les inverses de (2) ou a 

I I . I . ! 



r f* r 



d'où 



r'rV 



(2) 
(4) 



r'r" 4- rV* -f r"r" 
Mais comme rrYr" = A', et pr = A^ ou a 

p» = rY + r'r" + r"r" (6) 

Puisque p — o=-^; jj _ 5 = -Ç-, 



mais 



f'f^f"' 



donc 






■r'r"r"' = 
P 



P'*-; 



ftt de même ci = ^ ^ -' ; 6 =t ^- ^- ' (7) 

^^ P P 

et puisque 4R = , en substituant lés valeurs précé- 
dentes de a, b, c, on a 



4R 



_ rYi''"{r" + r"'){r"' + r){r + r") 



Mais, d'aprfeS la formule (6), on a rr"r" = ph*; 

(r' 4- r'^r" + r^Yf' + r') 
4K = 



donc 



^ i^r ^ 1. 1. -f- r r* 



(8) 



(9) 



Maintenant, si Ton développe le numérateur et que Ton 
ajoute au premier membre r, et au second là quantité égale 
donnée pat lA fottiiiilô (8), en », tous éftteulà ftiits 

4R ^ f -= f' 4^ r" -f^ f*. (10) 

Aiùài : La »oinihe \tts rayons tk^ nercb^ ex-itisbHti ^t ègHiè 
à la somme du rayon du cercle inscrit et de q^atf^ fhiê ié f'afô^ï 
du cercie circonscrit. 

Puisque p — a s^ -^7- et |) -*- 6 2t= -^^j 
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on a (P — w)(i> — b) := 



rr 



ou p* — (a -]- b)p -}- ab = 



En prenant les expressions analogues pour les autres 
côtés, et ajoutant, on a 

in'^rMr 4- r'* 4- »•*'> 

3p« _ 4pt _|_ o6 _|. ac + 6c = -i— -5- ^ ' ^ ' ^ 






mais p*r = rV^; 

par suite oh '\' ac '\' 6c = /)* -j- r(r' + r" •■\-'" r); 
comme r -f r" -f- r''' = 4R -f- r, 

on a 6c + oc -f- a6 =^ p* -|-" 4^^^ + ^* (^1) 

et par suite a« + 6* + c« = 2^* _ 8Rr — 2r« (12) 

Ces théorèmes pourraient être établis plus simplement 
en éliminant successivement 6c -f- ao -f- «6 et a' + 6" + c* 
entre 2/7 = o -f- 6 + c et pr* = (p — (i){'p — 6)(p — c). 

2. Puisque — ; — 1 : — 1- = (voir la formule 4) 

on a, en élevant au carré, 

_L_-l-_i_ + _L_=_L_2 /_!_ + _i_ 4._1_\ 

1,1, I , I 2 2(r' + r" -f- r")r 

mais r' -f- r" -\- r" = 4R + r, 

et rr'r'V ' = p^r^ 

L. + _L + _L + _L= 2p' - 8Rr - 2r' 

Mais, en vertu de la formule (12) on a 

a« + 6* + c« = 2p* — 8Rr — 2r*. 

Par suite -t + -^H — ^H — ï^ = ■ ' (14) 

Donc : La somme des inverses des carrés des rayons des quatre 
cercles inscrits et ex-inscrits à un triangle est égale à la somme 
des carrés des côtés du triangle, dimsée par le catré de la sur- 
face de ce triangle, 

3. Soient A', h'\ h"' les perpendiculaires abaissées des 
sommets d'un triangle sur le côté opposé, alors ah\ bh!\ 



donc - 
r 
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ch"' sont égaux chacun à 2pr, et comme on a -7 = • : 

r pr 

I p — 6 

-TT = on a aussi 

;• pr 

— r H ir = — = TUTy doun \—T-\ ^=2; 

r r pr hc \r r'/ 

de la même manière, on aura 

A' (7^ + 7^-) = ^' ^' ^" (7^ + 7^) = ^• 
Par suite -^, 1 1; H i = 6. (15) 

4. Aa somme des carrés des côtés d'un triangle est égale au 
double de la somme des produits de chaque hauteur par la dis- 
tance comprise entre le sommet correspondant et l' orthocentre. 

Soit h' la hauteur correspondant à Fangle A; la distance 
du sommet A à Torthocentre est 2RcosA et son produit 

par h' est 2RA' cos A = 4AR , 

a 

en appelant A la surface du triangle. On peut écrire cette 

6* + c» — a« 

expression 2AR — r . 

abc 

En prenant les expressions analogues pour les autres 

angles, et remarquant que Ton a 

abc = 4AR, 
il vient 

a* -f- b^ + c« = 2R (A' cos A + rcosB + à'"cosC). 

5. Dans un triangle plan, on a la relation 

a cos A + ftcosB -f- ccosC r ..„. 

= -^. (Ib) 

2p R ^ ' 

Car si Ton désigne par g, q'\ q"' les perpendiculaires 

abaissées du centre du cercle circonscrit sur les côtés du 

triangle a, b, c, on a 

0' a" a'" 

cos A = -^; cos B = -^; cos G = -^. (17) 
K K K 

Par suite 

aq + 6g" + cq'" 2 A __ ^r r 



2pR 2pR Rpr R 



•• m 
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La, ^pmme des rapports de chacune des distances du centre à 
un cûté à la hauteur correspondante à ce côté est 'égaie à l'unité. 
Car on a 

£. _ «^--f COB Donc i^ 4- i^ + -^-i (19) 
T - surf CAB • ^''°*' h' + h" + h'" ~^-(^^) 

La somme des inverses des hauteurs est égale à l'inverse du 
rayon du cercle inscrit. 
Car on a, en appelant « le centre de ce cerclp 

r surf B(i>C 

"F ~" surf BAC • 
En cherchant les expressions analogues pour les autres 
termes, et ajoutant, il vient 

11^^ I I . 

Si l'oâ rerieiit à la figure, on voit facilement que Ton a 

Ûo} Û'w û^w __ 

■&r "*" "BiT' "t" nû^ "" ^' 

Ûui GA' c 



de ihêmê ^ — , , — 

j3(o p Au) p 

La somme de ces rapports est égale évidemment à 2. 

(A suiw^e). 



ECOLE SPECIALE MILITAIRE 



GONGODRS DE 4879 

Goin|>08ition mathématique [Durée, 3 heures). 

Pp^îiÈRf: QuEStiOîf, — Calculer tes angles ^,_ compris er\tre 
o^ et 180** donnés par la formule 

a sin Ô — h sin a 

tg 20? = 



a sin P 4" ^ sin a ' 
dans laquelle on fait 

a = 4627"*, 55; h = 3994™, 68 

% = 5i«5/4^"; p = 63« 18' 27". 



— 183 — 

Solution. — On divise par a sin p les deux temeg du 
second membre et on pose 

\ b siu a 

a sm p 
La formule devient alors 

tg 2X ==: tg (45 — ç) 

d*oii Tqn tire 2a; =; Çw -j- (45 -r- ç) 

et par suite a? = — ^ rj — ^t ^ r" . m 



2 ■ 2 



Comme, d'après les données 45 — <p est positif, il y a 
deux angles répondant à la question, données en faisant 
K=? p et K :=; I, 

on trouve <p = 36® 55' 14", 47 

d'QÎi 45 — (p =5 80 4 35", 53 

et (Ti = 4« 2' 17", 72 as, =3 949 a' i7"72. 

2® Question. — f/ri cylindre et un cône droits à buses cir- 
culaires ont les hauteurs égales^ les surfaces totales égales et 
les volumes égaux; la hauteur est donnée^ et Von demande de 
calculer le rayon des bases. 

Appelons h la hautei^r commune, x le rayon de base du 
cylindre, y celui du côi^e, z Tarète de ce dernier. On a les 
équations z^ = h^ + y^ (1) 

Tzzy -f- ^^' = 2-1705 {h + x) (2) 

-i- izt/h = Tzx^h (8) 

3 

La troisième donne immédiatement, puisque x, y et z sont 
positifs y = X y/ 3 . 

Portons cette valeur dans la seconde et divisons par cp, ce 
qui supprime la splutjon inadmissible ce =c o, il vipnt» aprè^ 
avoir divisé par tc : z sfT" -^ x vc=, 2A; 
la seconde équation donne: 

5J2 — 3x^ = h^ 

En éliminant x, on trouve l'équation 

&z^ — \2hz\l~ -]- i3/i»= o, 
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qui donne pour s les deux valeurs 

\ 4 
Il faut que % soit positif et plus grand que A, pour que l'on 
trouve pour a; et y des valeurs acceptables. Or, la première 

3 1/3"+ I 
valeur js' z= A . —L — -ï— satisfait évidemment à ces deux 

4 

conditions. La seconde y satisfait aussi ; car elle est d'abord 

évidemment positive, et de plus on a 

3 v^— I > 4> 

Car cette condition revient à3v3 >5,ou27>25,ce 
qui est vrai. 

On tire facilement de là les valeurs de j/, et par suite de œ\ 
on trouve par exemple 

2/'« = <5'2 — Â« = -^ (12 + 6 fï) 

10 

et 2/"* = -^(^2 — 6 v'T) 

En extrayant les racines et dédoublant les radicaux, ou 
trouve y — (3 zt, yfY\ 

et x = —(y/Yzh î\ 

En portant ces valeurs dans la seconde équation, on 
trouve que la valeur correspondant à j/*' convient seule au 
problème. 

3^ Question. — Dans un triangle ABC, on donne les deux 
côtés AB et AC, et Von sait que la haseBG est égale à la hauteur 
correspondante AD. On demande de calculer Vangle A. — Dis- 
cussion. 

On a d'abord a" = 6^ -f" ^* — 26c cos A 
puis on a en égalant deux expressions de la surface 

bc sin A = a* 
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Donc, l'angle A est donné par Téquation très-simple 
bc(sin A 4" 2 cos A) = 6' 4" ^* 

ou sm A + 2 cos A = 7 . 

oc 

En posant tg (p = 2, on trouve 

sm («p -f- A) = -^ . cos (p. 

Pour que le problème soit possible, il faut d'abord que le 
carré du second membre soit inférieur à i , ce qui donne 



\ bc ) 



< 5, 



ou (6* — c*)* < 6*c* 

ou enfin b* — c* < bc 

Car je puis toujours supposer que h est le plus grand 
côté donné, et par suite que, après l'extraction de la racine 
carrée, les deux membres sont positifs. Lorsque cette con- 
dition sera remplie, je pose 

7- cos <p = SIU A 

et j'ai alors «p + A = X 

ou Çp -|- A = TT — X. 

Je prendrai celle de ces deux formules qui me donnera 
. pour A un angle positif et moindre que 180^; car ici, l'angle 
A devant être l'angle d'un triangle, on doit faire, dans la 
formule générale, E = o. 

Si l'on a 6« — c« = &c 

on en tirera X = 90®, 

et par suite comme on a 

cp = 63« 26' 5", 82, 

on en tire A = 26** 33' 54", 18. 

A. M. 
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qu'une zone dans l'ombre portée sera d'autant plus noire 
qu'elle eût été plus claire si elle n'eût pas été dans l'ombre. 

Si donc certains cônes ou cylindres étaient dans l'ombre 
portée, la zone -}- 7 devrait être la plus noire; viendraient 
ensuite les zones + 7, -f- 6, -f- 5> ^^c. 

On devrait donc, dans ce cas, passer une première teinte 
noire , plus noire que la teinte d'ébauche, sur la zone 7. 
Une deuxième teinte s'étendant jusqu'à la ligne -{-6 et re- 
couvrant les zones -{- j et -\- 6 et ainsi de suite jusqu'à ce 
qu'on arrive à la ligne n** 0. 

On remarquera que ces teintes doivent être plus intenses 
que les précédentes pour plusieurs raisons : 1® il faut qu'elles 
détruisent l'effet de dégradation produit par les précédentes 
et en sens inverse de celui que l'on veut maintenant obtenir ; 
2® il faut qu'elles produisent une nouvelle dégradation; 
3" elles s'appliquent sur une région fortement teintée déjà 
et, comme on l'a vu plus haut, leur effet relatif en est di- 
minué. 



du lavis. — Pratiquement, on opérera ainsi : 
avec le gros pinceau servant de jauge , on mesurera dans 
le godet 6 forts pinceaux d'eau pure. Dans cette eau, on 
délayera l'encre de Chine de manière à donner naissance à 

une teinte t == -r- environ. Ce sera la teinte d'ébauche n" 

5 

que l'on passera sur tout ce qui est dans l'ombre propre ou 

portée, indislinctement. Gela fait, on y ajoutera un pinceau 

d'eau, ce qui donnera la teinte n° 1 passée des lignes + i 

à I. On ajoutera à cette teinte deux pinceaux d'eau, ce qui 
donnera la teinte 2, passée de + 2 à 2. — On y ajoutera 
trois pinceaux d'eau ce qui donnera la teinte -|- 3 et ainsi de 
suite. 

Ombres portées. — On fera dans 6 pinceaux d'eau une 
teinte t = 1/2, c'est-à-dire plus forte que la teinte d'ébau- 
che et on la passera sur les zones qui sont dans l'ombre 
portée et qui eussent été les plus claires sans l'existence de 
cette ombre. — On y ajoutera un pinceau d'eau et on la 
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passera à cheval sur la précédente en avançant d'une ligne 
de part et d'autre, et ainsi de suite jusqu'à venir se souder 
sur la ligne d'ombre propre n** 0. 

{A suivre,) 



NOTE SUR LE TRIANGLE 

Traduit de Tanglais de Touvrage A Treatiie on some new geometrical methods. 
Par dFamefl Bootb, membre de la Société Royale de Londres. 



Note du traducteur. — En publiant cette note, nous avons 
pour but de rappeler un certain nombre de formules connues 
de nos lecteurs, et en même temps de leur donner sur le 
triangle des formules nouvelles, que le Rev. James Booth a 
publiées dans un ouvrage qu'il a eu bien juste le temps de 
terminer, puisque la préface du second volume est datée du 
premier jour de l'an 1877, et que le journal anglais the 
Educationàl Times de mai 1878 annonçait à ses lecteurs la 
mort du révérend James Booth. Nous tenons à ne faire ici 
que traduire cet article, en conservant toute la concision 
des démonstrations de l'auteur; c'est pour cela que nous 
avons mis son nom en tête de l'article. A. M. 

SUR LES CERCLES INSCRITS, SX-INSGRITS, ET GIRGONSGRITS 

A UN TRIANGLE. 

1. Lorsqu'un triangle est donné, on peut trouver seize 
cercles liés à ce triangle, savoir : un cercle circonscrit, un 
cercle inscrit, trois cercles toitchant chacun un côté et les 
deux autres côtés prolongés; six passant par les centres 
des cercles tangents et les sommets du triangle pris deux 
à deux; quatre par les centres des cercles inscrits et ex- 
inscrits, pris trois à trois; enfin un seizième cercle passant 
par les pieds des hauteurs ; on peut l'appeler le cercle ortho- 
centrique^ il est circonscrit à un triangle que Ton appelle 
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des tangentes parallèles à la direction donnée. Chacune de 
ces tangentes et la génératrice du cône passant par le point 
de contact détermineront un des plans tangents cherchés. 
On peut aussi se proposer de déterminer immédiatement les 
traces de ce plan, et c'est cette construction que nous 
allons indiquer ici. Pour cela, remarquons que la trace 
horizontale du cône est une ellipse dont le grand axe est 
sur la ligne so, les sommets étant les traces des génératrices 
de front, et le foyer s'obtenant très-facilement en cherchant 
l'intersection de S'K' avec la ligne de terre, menant la 
bissectrice de l'angle ainsi formé, et projetant sur so l'in- 
tersection de cette bissectrice avec s'o. On aura donc faci- 
lement l'autre foyer, et si l'on remarque que le plan tangent 
contient la parallèle à l'intersection des deux plans menée 
par le point (s, s), et que par suite sa trace passe par la trace 
de cette droite, on verra que la détermination de la trace 
horizontale du plan tangent revient à la détermination de 
la tangente menée par un point à une ellipse connue par 
ses foyers et son grand axe. C'est de cette manière que 
nous avons, sur l'épure, déterminé les traces des plans cher- 
chés, que nous traçons en trait plein, en supposant que le 
cône est limité à sa base sur le plan Q^a\ 
(Sur l'épure, nous n'avons tracé qu'un seul des plans 

tangents, pour ne pas compliquer la figure.) 

A. M. 



CONCOURS ACADÉMIQUES DE 1879. 



ACADÉMIE DE CAEN. 

Mathématiques spéciales. 

Étant donnés une circonférence de rayon R et un point fixe de cette 
circonférence, on imagine que deux points À et B se meuvent ,sur cette 
courbe à partir du point dans le sens du mouvement des aiguilles d'une 
montre de telle façon que l'on ait 

arc OA = K arc OB, 
et l'on propose: 1» de trouver et d'étudier li courbe lieu géométrique des 
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foyers des paraboles qui sont tangenles à la circonférence en 0, passent par 
le point A et ont leurs axes parallèles à OB; 2* de délerminer le quatrième 
point commun à la circonférence et à l'une de ces paraboles et de consi- 
dérer à part le cas où l'on a K = 2. 

Mathématiques élémentaires. 

— On donne dans un plan vertical un cercle dont le centre est en et 
un point A extérieur au cercle. Soit M un point de la circonférence, déter- 
miner l'angle AOM de manière qu'un point pesant partant de A sans vitesse 
initiale et suivant AM arrive en M, dans un temps donné. Calculer la tangente 
de AOM lorsque le temps de la chute est maximum ou minimum et prouver 
qu'alors le cercle qui touche, au point A, l'horizontale AH du plan et qui 
passe en M est tangent au cercle donné. On admet sans démonstration que 
pour les différentes positions de AM le carré du temps de la chute est pro- 

AM 

portionnel à — ; — ErTïT 

sin HAM 

— On donne dans un plan la position du sommet C d'un triangle dont les 
côtés sont connus. Déterminer géométriquement la position des deux autres 
sommets A et B de manière qu'en les joignant respectivement à deux points 
P e,t Q donnés dans le plan, les droites AP et BQ soient rectangulaires. 



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES 



QUESTION 131. 

liolatiou par M. Dbslais, élève du Lycée du Mans. 

Si dans un quadrilatère quelconque on considère les quatre 
cercles tangents à un côté et au prolongement des deux côtés adjor 
cents j les centres de ces cercles sont sur une même circonférence. 

Considérons les quatre cercles E, F, G, H tangents chacun 
à un côté du quadrilatère ABGD et au prolongement des 
deux côtés adjacents. Les centfes de ces cercles se trouvent 
au point de rencontre des bissectrices des suppléments de 
deux angles consécutifs du quadrilatère. 

Mais ces centres se trouvent aussi deux à deux situés 
sur la bissectrice du même angle ; ainsi les centres E et F 
se trouvent sur la bissectrice du môme angle ABM. Par 
suite les lignes des centres passeront par les sommets du 
quadrilatère. Il suffit maintenant de démontrer que le qua- 
drilatère formé par ces lignes des centres est inscriptible. 
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Pour cela^ menons les bissectricjes des angles du quadri-p 
lëlëre ABGD. Ces bissectrices forlhéiit uii pfetit qUâdrilà-^ 
tère mnpq dont les angles opposés sont supplémentaires. On 
a également deux RUtres quadrilàtërwi pDHA, qBFG qui 
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sont aussi inscriptibles, car les lignes pD et HD étant bis- 
sectrices de (iëUi angles àdjàfcenls Sttht perpendiculaires 
Tune sùi- Tâutlre; Il en eôt de môme des dtoités pA et HA. 
Par ëbiiâéqu'ént H -f ^ =: :2 droits et F -j- 5 = 2 droits; 
Goîiime ij + jp = 2 droits, il en résulte que F -f- H 
= 2 droits. Le quadrilatère BFGH ayant ses angles oppo- 
sés supplémentaires est ihscfiptlble. 

Nota. — Ont résolu la même que^on : 

MM. Johannet, à Châteauroux; IJdpuy, à tîr'erioble ; PÏàlt, ^àblthfe, & 
PiÉSsy; ButAeron, Objols, à MiaUllns; Matchfeihdj à Loudun; Aiilferefr, àVer- 
sailtefi; Mirnuuii lycée .Fontanes; Tessier, ^ Aogers; PçyraboQ, à Châtea^M- 
roux; Etejiats, Darodes, à Mont-de-Marsan ; Vermand, à Saint-Quentin; Géli- 
nêl, à Orléans; cliàrairé à Bourg; Bompard, cOliégfe âtahislaà; d'Ocagne, 
coilégib Càv^tii). 
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QUESTION 134. 

(i«l«titott par M. Ghaloi^s, élève du Lycée d'Angoulême. 

Construire un triangle semblable à un triangle donnée ayant 
un de ses sommets en un point donné, et les d^ux autres sur 
deux droites données. 

Pour résoudre ce problème, nous établirons d'abord le 
théorème suivant qui peut servir à la résolution de toutes 
les questions de ce genre. 

Théorème; — Si un triangle ABiG^ tourne dans son plan 
autour de son sommet A supposé fixe et reste semblable à 
un triangle donné, tandis que son sommet B^ parcourt une 
ligne droite donnée MN, le lieu géométrique décrit par son 
3"*® sommet Gj est une ligne droite. 

Du point fixe Â j'abaisi^e une perpendieulaire sur MN 
soit AB'; sur cette drwte je construis un triangle AB'C 
semblable au triangle donné. G*est un point du lieu, ainsi 




que Gi sommet de AB^Gi qui satisfait aux conditions énoncées. 
Les angles B4AG4, B'AG' sont égaux par construction ; si on 
retranche de chacun d'eux B,AG' les restes B^AB', G^AG' 
sont égaux. Par suite, les triangles AB^B', AG^G' ont un 
angle égal compris entre deux côtés proportionnels, ils sont 
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donc semblables et par suite équiangles. Donc AG'Cj = 
B,B'A=i*. 

Le lieu est donc la perpendiculaire menée sur AC en G'. 
Il est d'ailleurs à remarquer qu'il y aura 12 droites parallèles 

2 à 2 qui composeront le lieu. 

Gela posé, pour résoudre le problème donné il suffira de 
construire la droite PQ comme nous l'avons indiqué. Le point 
G oîi elle rencontre la droite donnée MN' est le second som- 
met du triangle demandé. Il suffira alors de faire avec AG un 
angle CAB = G'AB'. On aura ainsi le 3® sommet. 

Remarque. — Le théorème précédent permet encore de 
construire un triangle semblable à un triangle donné qui ait 
ses sommets sur 3 parallèles données, ou bien encore sur 

3 circonférences données; il n'y a qu'à exécuter la même 
construction. 

Nota. -— Ont résola la même question : MM. Gelinet, d'Orléans; Sery, de 
Pau; Zuloaga, à Liège; Dupuy, à Grenoble; Deslais, au Mans. 



QUESTIONS PROPOSEES 



168. — Étant donné un trapèze isocèle, trouver par la 
géométrie une relation entre sa hauteur, sa surface, le rayon 
du cercle circonscrit et l'un des côtés non parallèles. 

169. — Dans un quadrilatère ABGD, la ligne EF, qui 
joint les milieux des diagonales, coupe en H le côté BC. 
Démontrer que le triangle AHD est équivalent à la moitié 
du quadrilatère. {Barrieu.) 

170. — Déterminer le rayon de la sphère à laquelle 
appartient une calotte sphérique de surface constante, de 
manière que le volume du segment à une base limité par 
cette calotte soit maximum. u^f^Uyh'f^ 

Le Rédacteur-Gérant, 
J. BOURGET. 
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SUR UNE LIMITE DE L'ERREUR 

QUE l'on commet 

EN REMPLAÇANT LA LONGUEUR D*UNE CIRCONFÉRENCE 

OU LE PÉRIMÈTRE d'uN POLYGONE RÉGULIER CIRCONSCRIT PAR CELUI 

DU POLYGONE INSCRIT SEMBLABLE AU PREMIER 

Par M. LioNNET, ancien examinateur d'admission à l'École Navale. 



I. Théorème. — Vexcès de la circonférence sur le péri- 
mètre d*un polygone régulier inscrit est moindre que le côté du 
polygone. 

Si Ton prend le rayon pour unité et qu'on désigne par n 
le nombre des côtés du polygone, la longueur de son côté 

aura pour mesure 2 sin , et il s'agira de démontrer 

l'inégalité 

2n — 2n sm < 2 sin ou 

n n 

ou enfin 

7C W TC 





1C 




• < sin 


TZ 


n 


+ 


I 


n 


> 


1C 

n 




- sin - 


TZ 

n 



n n -j- I n (n -f- i) 

TT TU 7C 

Or on a sin < .. _ , ce qui nous ramène à 

n n on' 

démontrer la relation 

TU* 7C 

< 



6n' n {n -\- i) 

,. <_6^=__6!L_. (1) 

n 

22 4.84. 

Or l'inégalilé tt < donne tc* < ^ ^ < 10, tan- 

^7 49 

dis que le second membre de (1) est supérieur à i3 pour 

n = 3 et augmente avec n; donc le théorème est démontré. 

Remarque. — Nous allons donner une démonstration géo- 
métrique du même théorème. 

journal db math. 1879. 13 
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IL Théorème. — La différeiice des périmètres p et V de 
detuc polygones réguliers^ d'un même nombre n de côtés supérieur 
à 5, Vun inscrit, et Vautre circonscrit à une mêm>e circonférence, 
est moindre que le côté du polygone inscrit (*). 

Soit CD un côté de P tangent à Tare AMG en son milieu 
M et divisé par ce point en deux parties égales. Il s'agit 

de prouver que, pour n > 5, on a 

A'R 
CD . n — AB . w < AB ou CD — AB < — — 

n 

ou enfin CA < , (1) 

n ' 



en remplaçant CD, AB par les rayons OC, OA qui leur sont 

proportionnels et prenant OA pour unité ; mais la tangente 

p 
CM, égale à , étant moyenne proportionnelle entre la 

sécante entière CA + 2 et le segment CA, on a 

-^ = (CA + 2) CA. 

Remplaçant CA par et multipliant les deux membres 

/ P \2 

par n*, il vient f — -j < 2n + i. (2) 

Cette inégalité, équivalente à (1), devenant 12 < i3 pour 
n = 6, est vérifiée par cette valeur de w. Elle l'est aussi 
par n > 6, puisque, n augmentant, P diminue et 2n + i 
augmente; donc le théorème est démontré. 

Remarque. — Pour w < 6, le premier membre de (2) est 
supérieur à 12, tandis que le second est égal ou inférieur 
à 1 1 ; donc alors l'inégalité a lieu en sens contraire, ce 
qui justifie la restriction n > 5 dans l'énoncé du théorème. 

Corollaire. — U excès de la circonférence sur le périmètre 
d'un polygone régulier inscrit est moindre que le côté du polygone. 

L'inégalité 

2TZ — AB . n < AB ou 2tz < AB (n -(- i) 
qu'il s'agit de démontrer est, pour n > 5, une conséquence 

l*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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immédiate du théorème (2) ; car on a évidemment 2n — p 
< P — p. On la vérifie d'ailleurs très-facilement pour n <6y 
en observant (1) qu'on a ir* < lo et que les valeurs de AB 
correspondant aux valeurs 3, 4, 5 de n sont respectivement 




III. Théorème. — On peut inscrire et circonscrire à un 
même cercle deux polygones réguliers dHun assez grand nombre n 
de côtés pour que la différence d» de leurs périmètres soit moindre 
qu'une partie aliquote du côté an du polygone inscrit^ aussi 
petite qu'on voudra. 

On sait qu'on a cfe, < d»» <^n < 2^211, de < a«. 

4 

Il en résulte di2 < de < <h < (hi- 

4 42 

On trouve pareillement 

j I ■ I I 

024 < dii < -^ 012 < -— Oat; 

454 

et ainsi de suite; donc on a généralement 

I ,1 

^6.2* < -^ «6.2* OU dn < -^ «n , 

en posant 6.2* = n. Le nombre entier k pouvant être 
supposé aussi grand qu'on voudra, le théorème est démontré. 

Corollaire. — On peut inscrire à un cercle un polygone 
régulier d'un assez grand nombre de côtés pour que l'excès, de la 
circonférence sur le périmètre du polygone soit moindre qu*une 
partie aliquote de son côté, aussi petite qu'on voudra» Car on a 
évidemment 21: — p < P — p. 

Remarque. — Dans la démonstration analytique du 

théorème (1) nous avons supposé la relation a — sin a 

a^ 
< — -— démontrée (Eléments de Trigonométrie rectiligne et 
6 

sphérique, p. 178) au moyen de la formule sin 3a = 3 sin a 

— 4 sin' a. En voici une autre démonstration, déduite de 

la formule plus simple sin 2a = 2 sin a cos a. 
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IV. Théorème. — Verreur que Von commet en remploi 
çant un arc positif quelconque par son sinus est moindre que le 
sixième du cube de Varc. 

Si dans la formule sin a = 2 sin cos — on rem- 

2 2 

t a , a 

place cos — par i — 2 sin* — > on aura 
2 4 

a . Ci . ^ a 

sm a = 2 sm 4 sin — sm* 



2 4 

r, , a ^ a , a a , ^ a a* 
Or on a sm — < , sm — < , sm* < 



2 2 4 4 4 16 

a a fl' 

et, par suite, 4 sin — sin* < — r— ; donc il vient 

2 48 

a a' 

sm a > 2 sin — -, (1) 

28 ^ ^ 

a 
Remplaçant a par dans cette inégalité, dans celle qui 

en résulte, et ainsi de suite, on a successivement 

, a . a a^ i 

sin > 2 sm — — X — r- (2) 

2 2* 8 -2® . ' 

a . a a' I 

sm — > 2 sin — ^ X — 7- (3) 

2 2* 8 2* ^ 



et, en général, 

a ^ . a a« i , . 

Multipliant les inégalités (1), (2), (3),...,(w) respectivement 

par I, 2, 2*,..., 2»— S faisant la somme des inégalités 

résultantes et supprimant les termes communs aux deux 

membres, il vient 

.a o' / , I , I , , I \ 

sm a > 2»» sm jr- ( i H — 7-+ •••H ); 

2« 8 \ ' 4 ' 4* ^ ^ 4« - 1 /' 

d'où l'on déduit 

a 
sm 



a 2» a* / , I , I , , I \ 

-a > —ir- - -8- V^ +T +1^+ *•• +1^^} 



sm a 
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Gela étant, si Ton suppose que le nombre entier n croisse 

indéfiniment, le rapport sin 



a 

2» 



a 



et la somme 



I + -4- + ... + 



in — i 



auront pour limites l'unité et la fraction -^, ce qui réduit 

3 

l'inégalité précédente à 

sin a a* . a^ 

> I -r- ou a — sm a < -^-. 

a 6 6 

(Extrait des Él^nmts de Trigonométrie rectiligne et tphérique,) 



NOTE DE GÉOMÉTRIE SUR LA NORMALE A L'ELLIPSE, 

Par M. lAumoy, maître répétiteur au Lycée de Lille. 



I. 

Théorème. — Si l'on prend sur chaque vecteur d'un point 
M d^une ellipse une longueur égale au demi-grand axe, on, a 
deux points en ligne droite avec le centre et cette droite est 
parallèle à la normale en M. 

En effet, doit D le point où la normale en M coupe le grand 
axe on sait que : 



FD 
F'D 



d'oîi 



FD 



FM 
FM' 

FM 



FD + FD 

ou bien 

FD 



FM + FM 
MF 



c a 

Si donc FE = a, les deux 
triangles MDF et KOF sont 
semblables. 
De la même proportion, on tire également; 

FD + F'D FM + F'M 




FD 



F'M 
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a 



ou 



F'D FM ' 

et si F'I = a, les triangles FIO et F'MD sont aussi sem- 
blables ; d'oîi la proposition énoncée. 
Cette propriété conduit à la solution du problème suivant : 

Étant donnée une ellipse non tracée, construire la normale : 
4^ en un point de la courbe; 2^ parallèlement à une direction 
donnée, 

1<* Sur Tun quelconque des rayons vecteurs du point donné 
on prend une longueur égale au demi-grand axe; enjoint le 
point obtenu au centre de la courbe et par le point donné on 
mène une parallèle à cette dernière droite; 

2? Soit OK là direction donnée; les deux cercles décrits 
des foyers comme centres avec a pour rayons coupent OK aux 
points I et K; les lignes FK et FI se coupent au point 
cherché M et la parallèle à OK menée par ce point sera la 
normale cherchée. La construction complétée au-dessous du 
grand axe donnerait un point M' symétrique du point M. On 
peut en déduire une construction de Tellipse par points avec 
la normale. 

II. 

Théorème. — La perpendiculaire au grand axe d^wne 
ellipse menée par le pied d'une normale en un point M ren- 

contre les lignes FB et F'B en 
deux points GetE tels que les 
longueurs FG et F'E représen- 
tent les rayons vecteurs du 
point M. 

On sait que (1) 
^ FM FD 

a c ' 

or, les triangles semblables 
GDF et BOF donnent : 

Fiq.2. FD _ FG 

^ c '" a ' 

par suite FG = FM et évidemment F'E = F'M. 
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D*où la solution du problème suivant : Étant donnée une 
ellipse non tracée, construire la normale : i^ en un point de la 
courbe; ^ par un point du grand axe, 

1® M étant le point donné, les cercles décrits des foyers 
comme centres avec les rayons FM et F'M coupent FB, F'B 
en G et E, d'où la droite EGD et la normale MD ; 

^ Par le point donné D on mène au grand axe la perpen- 
diculaire DGE ; les cercles de centres F et F' et de rayons 
respectifs FG et F'E se coupent en M; d'oîi la normale MD. 
Ils se coupent également en un point symétrique de M par 
rapport au grand axe, ce qui donne une seconde : normale ce 
qui fait, avec les deux normales qui coïncident avec le grand 
axe, quatre normales issues du point D. 

Cette construction donne Tellipse par points avec la nor- 
male. 

Remarque. — Le point D n*a pas sur le grand axe une 
position quelconque; car lorsque le point G sera tel que 
FG < FA, au point D, ne correspondra aucun point de l'ellipse, 
d'après la construction précédente; la position extrême du 
point D sera, à partir de F, à une distance de ce point égale à : 

(a — c\ cos OFB = (a — c\ — . 

III. 

Théorème. — La normale en un point M d^une ellipse 

MP a 

rencontrant le petit axe au point P, on a p = — . 

Il est facile de voir que le cercle circonscrit au triangle 
MFF' rencontre le petit axe au point P; le quadrilatère 
MFPF' est inscriptible dans un cercle, ce qui permet d'é- 
crire la relation 

MP X FF' = MF X PF' + MF' X PF; 
or PF = PF', FF' = 2C, MF + MF' = 2a, 

et par suite 

MP X 2C = PF (MF + MF') = PF X 2a; 

MP PF 

d'où la relation = . 

a c 
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Remarque. — Le cerclé circonscrit au triangle MFF' passe 

par le point T oiila tan- 
gente en M coupe le petit 
axe. 

En effet, ce cercle 
ayant son centre sur le 
petit axe ne peut couper 
cet axe qu'en un point 
T tel que l'angle TMP 
soit droit. 

Ces deux propriétés 
donnent la solution du 
problème suivant ; 
Mener la normale à une ellipse par un point du petit axe. 
On peut considérer deux cas ; 

1® LelUpse est tracée. — On construit le cerde circonscrit 
au triangle formé par les deux foyers et le point donné; ce 
cercle coupe l'ellipse en quatre points, et il est facile de 
choisir les deux points dont les normales concourent au 
point donné. 

2® Uellipse n'est pas tracée. — Soit P le point donné ; on 
construit d'abord le cercle circonscrit au triangle PFF'; 
puis on joint le point P aux foyers; sur PF et PF' on 
prend une longueur PL = PL' = c; on joint L et L'. Du 
point P comme centre avec a pour rayon on décrit un 
cercle; ce cercle coupe en I et T la ligne LL'; les lignes 
PI et Pr rencontrent le grand axe en deux points R et R' 

PR PF PR PF 

tels que -.^ = -^ ou -^ = -^ 

et en vertu de la propriété énoncée ci-dessus 

PR =-. PM. 

Le cercle décrit du point P comme centre avec PR pour 
rayon coupera le cercle circonscrit au triangle PFF' aux 
points M et M', oli aboutissent les normales cherchées. 

Pour le premier cas, on peut indifféremment employer 
l'un ou l'autre des cercles précédents. 

La construction du second cas donne le point T et par 
suite la tangente aux deux points obtenus. 
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Dans les deux cas, le problème admet deux solutions, et 
si Ton ajoute les deux normales qui coïncident avec le 
petit axe, on a quatre normales issues du point P, à condi- 
tion toutefois que le point P soit compris entre des limites 
qu'il est facile de déterminer. Pour cela, M étant un point 
de la courbe dont la normale est MP, soit 2a l'angle F'MF ; 

l'angle PFF' est égal à a et 

c 



PF = 



cos a 



par suite PM = — PF = ^ 



c cos a 

Or, on sait que cos a varie entre i et — , ce qui donne. 



a 



a 



pour les valeurs extrêmes de PM, a et , . 



Alors le point M est à une des extrémités des deux axes, 
le point P est, ou en 0, ou en un point G distant de d'une 

longueur égale à —7 b = — r-. 

On voit donc que, lorsque le point P parcourt l'espace OC, 
le point M parcourt la demi-ellipse ABA.' et qu'à chacune des 
positions du point P correspondent quatre normales à la 
courbe. Le point P étant en G, les points M et M' des cons- 
tructions précédentes se réunissent au point B et le nombre 
des normales se réduit à deux; le cercle décrit du point G 
comme centre avec GB pour rayon a trois points communs 
avec l'ellipse au point B; ce cercle est dit le cercle osculch 
leur de l'ellipse au point B. Pour les positions du point P 
au delà de G, il n'existe plus que deux normales qui coïnci- 
dent avec le pelit axe. 

Il est évident que le point P peut occuper des positions 
symétriques de celles que l'on vient d'examiner, par rapport 
au grand axe. 

Remarque I. — La relation 

PM = — ^— 

cos a 

donne également une construction simple de la longueur 
PM ; en effet, ellet indique que la parallèle menée à PF par 
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une des extrémités, A par exemple, du grand axe, parallèle 
limitée aux deux axes, est précisément égale à PM ; mais 
cette construction, simple au point de vue géométrique, est 
un peu moins commode que la précédente au point de vue 
graphique. 

Remarque IL — Cette même relation indique que la pro- 
jection d'une normale en un point limitée au petit axe, sur 
les rayons vecteurs de ce point est constante et égale au 
demi-grand axe. 



NOTE SUR LE TRIANGLE 

Traduit de l'anglais de l'ouvrage A Treatise on some new geometrical methods, 
Par dlan&es Booth, membre de la Société Royale de Londres. 

[Suite; voir page 177.) 



SUR LES RELATIONS TRIGONOHÉ TRIQUES ENTRE LES ANGLES B'uN 

TRIANGLE. 

6. Puisque on a 

cotg — = ^^ , et cotg — - = -^ , (21) 

en prenant les expressions analogues pour les autres an- 
gles, et ajoutant, on a 

.AB C p — a . p — b 
cotg— + cotg— + cotg— = ^^ f- ^ 

I P — ^ — P 

-r ^ - ^ . 

et cotg — + cotg— + cotg _ = -^ + ^ + ^. 
En divisant ces équations par p, on retrouve 

-f = ^ + ^ + li- (22) 

r r r r 

En multipliant les équations (21), on a 



— 203 — 

, A . B ^ C ( P — fl) (P — b) (p — c) 
cotg -^^ cotg -^ COtg -3^ = -^ ^^ ^^ — -^ - 



2 2 2 r 

. A ^ B ^ G p» 

et cotg — cotg — cotg — = -p^. 

Donc 
p^r p (p — a) (p — b) (p — c) p*r* p 

rr'rV pr^ p/*' r 

Donc pr == YrrVV" . (23) 

Par suite : La racine carrée du produit des quatre rayons des 
cercles inscrits et ecc-inscrits est égale à la surface du triangle. 

On a sin A = — =r-; sm B = — =r- ; sm G = — =r-. 

2R 2R 2R 

En ajoutant, on a 

sin A + sin B + sin G = -^. (24) 

En multipliant membre à membre, il Tient 

sin A sin B sin G = -^. (25) 

Si Ton élève (24) au carré, et si Ton en retranche les 
valeurs des carrés des sinus, on a 

sinA8inB + sinBsinC + 3inAsinC= ''^'~^^g^^'"^^'^ 

mais a» + ^* + ^* = ^P' — 2^* — 8Rr. 

Donc 

sin A sin B + sin B sin G 4- sin G sin A = ^' "^ ^'"1" ^^^ (26) 

n • A ]f (p — 6) (p — c) 

On a sm — = y -^ r ^ 

if r 



bc 

Donc 

. A . B . G 



4 sin sm sm 



(27) 



2 2 2 

___ 4P (p — g) (p — b) {p — c) ___ j^ 

pabc R 

-On a I + cos À = ^^^P - "^ . 

' bc 

En prenant les mêmes expressions pour cos B et cos G, 

et ajoutant, on doit avoir 
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cos A. -|- cos B + cos C 

2p'(a + ^ + c) — 2p(a* -f- ^* + c^) — 3a6c 

abc 
Mais a« -|- 6* -}- c* = 2p' — 2r' — 8Rr 

On trouve alors, en remplaçant 

cos A + cos B + cos G = I + -^. (28) 

Si q, q"y q'" représentent les distances du centre du cercle 
circonscrit aux côtés, on a 

g' = R cos A; q" = R cos B; q" = R cos C. 
Par suite g' + q" + q" = R + ^. (29) 

7. On a a cotg A = 2q'; 

donc a cotg k-\- b cotg B -{- c cotg C = 2(q' + g'' + g*^. 

Mais ?+?' + ?" = R + r; 

donc a cotg A + 6 cotg B + c cotg G = 2(R -|- r). (30) 

Si Ton fait le carré de l'équation (28) et que Ton remplace 

a' 
cos* A par sa valeur i —, et que Ton prenne les expres- 
sions analogues pour cos" B et cos* G, on a 

2(cos A cos B -f- cos B cos G -f- cos G cos A) 

= (, + ^)' _ 3 + ^l+|iiL, 

en remplaçant a* + 6* -f- c* par sa valeur, et réduisant, 
on a cos A cos B -|- cos B cos G -|- cos G cos A 

^Ri . (31) 

8. Pour montrer que Ton a 

cos* A + cos* B + cos^ G = I — 2 cos A cos B cos G (32) 
on remarque que puisque 

A-(-B-|-Gi=7r, ona cos G = — cos (A -|- B). 
Donc 

cos* G = cos* A cos* B — 2 cos A cos B sin A sin B 

4-1 — cos* A — cos* B -|- cos* A cos* B, 

en remplaçant sin* A et sin* B par leurs valeurs. 

Donc l'expression cos* A -|- cos* B -|- cos* G devient 

I -(- 2 cos A cos B (cos A cos B — sin A sin B) 

= 1—2 cos A cos B cos G. 
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D'après une formule que nous ayons vue plus haut, on a 

, + cos A = ^E^îP^; 

OC 

on en tire 

(i + cos A) (i + cos B) (i + cos G) = -^. (33) 

En effectuant, et remplaçant cos A + cos B + cos G 
et cos A cos B + cos B cos G -f- cos G cos A 

par leur valeur (28) et (31), on trouve après réduction 

cos A cos B cos G = ^' ~ ^^p."^ ^'^' ; (34) 



4R' 

A_ _ 1^ p(p — o) 

2 ' bc 

Donc 



on a cos 



^ B G 4P . P^ P /OB.\ 

4 cos cos cos = -4^ — =— - = -^^.(do) 

^ 2 2 2 4R . pr R ^ ' 

En comparant avec une formule déjà donnée (24), on a 

sin A + sin'B + sin G 

= 4 cos cos cos . (36) 

^22 2 

9. Soient a' et a" les segments déterminés sur le côté a par 
la hauteur h abaissée du sommet, et 17 la distance de Tortho- 
centre au côté a. On a 

cotg B cotg G = -^ = -^. 

Donc cotg B cotg G = -7- = -r— • 

Appelons A Faire du triangle total, S, 8', S'' les triangles 

composants, ayant leur sommet à Torthocentre* On a 

Tca = 28; Aa = 2 A. 
Donc 

B -I- S' -I- S*" 
cotgAcotgB-j-cotgBcotgG-j-cotgGcotgA= ' — =1. 

Multiplions par tg A tg B tg G, il vient 

tg A+ tg B + tg G = tg A tg B tg G (37) 

^ A if (p — b)(p — c) 
puisque tg = y '^ ^^^ \ 
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on a 



De même, comme 

ig — = ~~ ^P ~ ^)^P ~ ^) - (P - ^0(P - c) 

^ Vp(p — o)(p — 6)(p — c) P^ 

on en déduit 

4 ^1*^1.0 4R + r 

^«~ + ^S— + ^S-^ = ^-f—. (39) 

on a 



J_ ^ ]/ (p - ffl)(p - c) . .^ _G_ - ]/" (?> - a) (P - à) 
s 2 r p(p — 6) ' ^ 2 ~ r p(p — c) • 

Donc tg te- — = " — . 

On en conclut 

>g—tg—+tg — tg — + tg-^tg—= 1.(40) 

10. Puisque ha = 2A, on en déduit h = , et par suite 

a ^ 

h + h' + K^=: 2A(-i^ + 4- + -LW2A ^^ + ^^+^^ 

\ « 6 c / atc 

- — iR • (41) 

Soient a', a'' les segments que fait sur le côté a la hau- 
teur menée du point A, et tu la distance du même côté à 
Torthocentre. On a 

cos B cos G = — r — = -- — . = . , 

bc bc abc 

la formule (31) nous donne 

cos A cos B + cos B cos C + cos G cos A = ^ "'"^ "^ 

4R* 
Donc 

TT + 7C + TT = "^ T 3R ' (42) 

et par suite 

h + K + h" -{1: + ^' i- 'k") = 2(R + r). (43) 
Mais cette quantité représente la somme des lignes qui 
joignent Torthocentre aux sommets du triangle; et comme 
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on sait que la somme de ces distances est double de la 
somme des perpendiculaires g', q\ q\ abaissées du centre 
sur les côtés, on retrouve ainsi la formule (29) 

9 + 9" + 9" = R + r. 

11. Dans un triangle^ la somme des inverses des côtés des six 
carrés inscrits et ex-inscrits est égale au double de l'inverse du 
rayon du cercle inscrit. 

Soient a la base du triangle et h sa hauteur; en appelant 

X le côté du carré inscrit on a a; = ; — r- ; en appelant 

a + ^ 

Xi le côté du carré ex-inscrit, on a aj^ = 



a — h 



112 

Donc 1 — =■ —r- ; si y, j/i, et js, z^^ sont les côtés 

X X^ 19 

des carrés qui s'appuient sur les deux autres côtés du 
triangle, on aura 

(A suivre.) 

CONCOURS ACADÉMIQUES 1879 



ACADÉMIE DE BORDEAUX 

Mathéxnaticpies élémentaires. 

— Lieu des points tels que le rapport des distances à deux points fixes 
est égal au rapport de deux lignes données. 

Quel est le lieu des points de l'espace jouissant des mêmes propriétés? 

— Lieu des points tels que les distances à trois points donnés sont dans 
le rapport de trois lignes données. [Dans Tespace.) 

Calculer toutes les lignes de la figure 

BC = 5o'»» CA = 54"» AB = 32»» 

a = 3o 6 == 24 Y = 10 

— Construire un quadrilatère, connaissant trois côtés et les deux angles 
adjacents au quatrième côté. 

— Calculer trigonométriquement les autres éléments du quadrilatère. 

(6 hewres,) 
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ACADÉMIE DE DOUAI 

Mathématiques spéciales. 

Par deux points fixes A, B pris sur une conique, on fait passer un cercle 
variable qui coupe cette conique en deux autres points C, D : 

1* Démontrer que la droite qui joint les deux pôles de la sécante CD 
pris par rapport au cercle et à la conique passe toujours par un point fixe F, 
quel que soit le cercle choisi, et que la polaire du point F par rapport au 
cercle passe toujours aussi par un point fixe G, quel que soit le cercle; 

2* Lieu des points de contact des tangentes menées du point F aux dif- 
férents cercles; 

3* Même question pour le point G. 

Mathématiques élémentaires. 

On coûsidère toute la catégorie des triangles dans lesquels les trois côtés 
X, y, z satisfont à une relation donnée de la forme 

ax^ y*^ zP ^ bx^ y*^' z P' -{- cx^ y^" zP" -{- . . . . =o 
où a, b, c... sont des constantes de signes divers et où tous les termes sont 
de même degré, en sorte qu'on ait 

w + n + p = m' -f n' -f p' = m* + n" -h p* . . . . 

1" On demande quelle relation existe dans tous ces triangles entre les trois 
hauteurs h^ h\ h"; 

2* Déduire de ce qui précède une formule propre au triangle rectangle ; 

3» Trouver par suite la pente d'un plan incliné en fonction des pentes de 
deux droites situées dans ce plan et comprises respectivement dans deux 
plans verticaux perpendiculaires Tun à Tautre. (On sait que la pente d'une 
droite est le rapport de la différence des niveaux de deux de ses points à 
la distance de leurs projections sur un plan horizontal et que la pente du 
plan est celle d'une perpendiculaire aux horizontales du plan.) 

4* Démontrer que si l'on assimile les pentes de diverses droites d'un plan 
(émanées d'un même point) à des forces horizontales agissant dans les plans 
verticaux respectifs menés suivant ces droites, la pente de la ligne de plus 
grande pente du plan sera pour la grandeur et pour la direction la résul- 
tante des pentes de deux autres lignes comprises dans deux plans verticaux 
rectangulaires quelconques. 

Enseignement spécicd. 

1* On donne un quadrilatère gauche ABCD, c'est-à-dire le quadrilatère 
décrit par une droite mobile MN qui s appuyant constamment sur deux 
droites fixes AD, BC non situées dans un même plan, passe de la position 
AB à la position CD, sans cesser jamais d'être comprise dans un plan mo- 
bile MPNQ toujours parallèle à lui-même. On demande en premier lieu 
quelle est la forme de la section MPNQ faite par le plan mobile dans le 
tétraèdre ABGD; en second lieu, comment la droite MN divise cette section, 
et comment la surface engendrée par MN divise le volume engendré par la 
surface MPNQ. 

2* Un corps est limité inférieurement par un quadrilatère horizontal 
EFGH, latéralement par quatre faces planes verticales, enfin supérieurement 
par un quadrilatère gauche ABGD. On demande de quelle manière précise 
son volume est compris entre la somme des deux troncs de prismes trian- 
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gulaires EFGGAB et EHGGAB et la somme des deux troncs de prismes 
triangulaires HEFBDA, HGFBDC. 

3» Trouver l'expression du volume de ce corps et passer de là à l'expres- 
sion générale du volume analogue que comprennent entre eux deux qua- 
drilatères gauches ABGD, A'B'G'IV ayant pour projection horizontale un 
même quadrilatère plan ËFGH. 

DescriptlTe. 

Étant données les projections de trois points A, B, G, trouver les projec- 
tions d'un point D situé à une même distance donnée de chacun des trois 
premiers. 
Données numériques : — aa = 3 cent. 9 aa' = 3 cent. 6^ 

56 = I cent. 5 b'6 = 10 cent. 5, 
cy = 9 cent. 9 c'y = 4 cent. 8, 
a6 = 7 cent. 5 6y = 3 cent. 6. 
DA = DB = DG = i5 centimètres. 



ACADÉMIE DE LYON 

Classe de mathématiqaes élémentaires. 

Une circonférence 0', de rayon donné, a son centre sur une circonférence 
O, qui est également déterminée. Si Ton joint l'extrémité A du diamètre 
00' au point d'intersection G des deux circonférences, la ligne AG rencon- 
trera la corde OB en un point £ par lequel on mène une tangente EG an 
cercle 0'. 

On demande : 

1* Le lieu du point M, intersection de la tangente et de AB prolongé, 
quand le point B se meut sur la circonférence 0. 

S*" On prouvera que les trois points D, G, B, sont en ligne droite. 

Enseignement spécial. 

1° En quels points de la surface d'un prisme triangulaire, oblique et 
homogène, peut-on suspendre par un fil ce corps, pour que, sous l'action 
de la pesanteur, les arêtes latérales prennent une direction d*équilibre 
parallèle ou perpendiculaire à celle du fil? 

2* On propose de couper un parallélépipède donné parallèlement à Fune 
des diagonales de la base, de manière que la section soit un rectangle 
ou un losange; on supposera dans l'épure que les deux diagonales de la 
base sont dans le rapport de 3 à 4, qu'elles font entre elle^s un angle de 
3o« et que les arêtes latérales du parallélépipède font avec la base un angle 
de 6o» 



ACADÉMIE DE PARIS 

%. 

Mathématiques élémentaires. 

On donne deux circonférences et 0' tangentes extérieurement ou 
intérieurement. Par le point A, on mène dans la première uce corde quel- 
conque AB, et dans la deuxième une corde AG perpendiculaire à AB. On 

joint BG. Gela posé, on demande : 

« 

JOUaifAL DB MATH. 1879. '^ 14 
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1* Lft lieu décrit par la projection du point A snr l'hypoténuse BG 
lorsque le triangle variable tourne autour du point À; 

i* Le lieu du milieu de Thypoténuse BC ; 

S* Le lieu décrit par le centre de gravité du triangle ÂBG. 

Examiner si tous les points de chacune des lignes trouvées conviennent 
dans tous les cas à la question. 

— On donne une droite OA, de longueur connue a. Du point comme 
centre, on décrit une sphère de rayon variable et Ton considère sur cette 
sphère la calotte sphérique vue du point A, et le segment à une base com- 
pris entre cette calotte et sa base. On demande quel doit être le rayon de 
la sphère: 

l** Pour que l'aire de la calotte soit maximum ; 

2" Pour que le volume du segment soit maximum. 



ACADÉMIE DE POITIERS 

Classe d« MAth^iaatiq[a«s élémentaires. 

Sur le diamètre AB d'un cercle donné on prend AC = AB et on mène 
en G une perpendiculaire à GAB. On joint un point quelconque P de cette 
perpendiculaire au point A ; la droite PA rencontre la circonférence eu H, 
La droite BH rencontre GP en Q. On mène par P une parallèle à GAB qui 
rencontre Q A en R, et par le point Q une parallèle à GAB qui rencontre PA 
en M. Démontrer : 

!• Que PC X CQ = constante 

« ^ PA HA 

2' 0"« PM = -hST' 

S** Que les points P, K, B sont en ligne droite ; 
A** Que les points M, B, R, sont en ligne droite; 
5** Que la droite MK passe par un point fixe; 
6" Que la droite HK passe par un point fixe; 
. 7* Trouver les lieuk géométriques des points M et R. 



ACADÉMIE DE RENNES 

■ 

Mathématiques élémentaires. 

!»• Question, — Montrer que, pour savoir combien de fois le nombre 
premier P est facteur dans le produit i. 2. 3....w de tous les.nofaibres 
jusqu'à' m, on peut, après avoir écrit é^ nombre m dans le système de nu- 
mération dont la base est P, diviser par p — i l'excès de ce nombre m sur 
la somme de ses chiffres. 

En conclure que p sera facteur dans le nombre 

wjm — i) (w -r- i> -^ (f» — « 4. I) 

^— ^*-^^~— - — — -■ — - - — _.__ 

I. 2. 3....n 
autant de fois (|ue, dans la soustraction de m et de n écrits dans le syt* 
tème de base P, il faudra ijouter P aux chiffres du plus grand nombre pour / 
rendre la soustraction possible dans chaque colonne* 



2** Qtiestion. — Un triangle ÀBG étant donné, dont les côtés sont par^ 
courus daus le même sens, on mène par les sommets des rayons faisant 
un même angle Y avec le côté respectivement opposé* On détermine ainsi 
un triangle A'B'C semblable au proposé. Trouver le rapport de similitude 
soit géométriquement, soit par le calcul et k quelles valeurs de v correspon- 
dent le plus petit, le plus grand des triangles À'B'C? Ce triangle peut-il 
être égal à ABC? v variant, quel sera le Ueu géométrique du centre du 
cercle circonscrit à A'B'C, de celui du cercle inscrit et du centre de 
gravité 



ACADÉMIE DE TOULOUSE 

Mathématiques élémentaires. 

Trois points OAB étant situés en ligne droite, on mène par le point 
une droite variable OT, et par les points A et B, un cercle tangent à la 
droite OT. 

Déterminer la position de la droite OT de telle manière que ce cercle 
ABC ait un rayon donné R. 

On désire obtenir une solution géométrique , et aussi une relation 
algébrique entre les quantités OA, OB^ R et les lignes trigonométriques de 
l'angle 0. 

On déduira de chaque méthode la discussion des résultats. 

Enseignement spécial. 

pBBmÈRB Question. — Projections horizontale et verticale d'un cube dont 
le côté est donné, et de position telle que Tun de ses sommets soit sur la 
ligne de terre, que les deux côtés aboutissant à ce sommet fassent avec 
la ligne de terre des angles égaux à 45*, et que l'inclinaison du plan 
formé par ces deux côtés sur le plan horizontal de projections soit égale 
à 45». 

â* Question. — Soient trois arbres parallèles A,, Aj, A3 : le premier arbre por- 
tant une roue dentée Ci dont le nombre des dents est Ni. Cette roue est 
fixée invariablement sur cet arbre et engrène avec une petite roue 0^ dont 
le nombre de dents est rij. Cette petite roue Oa est invariablement fixée 
sur le second arbe A2, arbre sur lequel on a fixé une grande roue C3 dont 
le nombre de dénis est N3 n'engrenant pas avec la petite O^. Au contraire 
cette grande roue C2 engrène avec un petite roue dentée 0, dont le nombre 
de dents est n„ fixée invariablement sur le troisième arbre A3. Cette 
machine étant en mouvement, dans quel rapport sont les ritesses de rotation 
(Oi et (1)3 des roues extrêmes Ci et Os? 

N, = 45 Nj = 48 

As a 6 

Quelle valeur faut-il attribuer à n, pour que, Taiguille a fixée sur l'arbre 
Al marquant la minute, raiguille b fixée sur Tarbre A3 marque la secondet 
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ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DU LAVIS 

Par M. Plllet, professeur de lavis à TÉcole Polytechnique. 

[Suite; voir page 151.) 



Principe des distances. — Lorsqu'un objet s'éloigne 
de nous, deux effets se produisent. 

1® La lumière qu'il nous envoie, et, par suite, l'éclat 
total qu'il possède pour nous décroît en raison inverse du 
carré de la distance; cet effet est absolument nul pour 
notre œil, et s'il existait seul, les objets paraîtraient aussi 
éclatants de loin que de près. En effet, plus un objet est 
loin, moins il nous envoie de lumière, c'est vrai, mais plus 
il paraît petit dans notre œil ; de telle sorte que celui-ci rece- 
vant moins de lumière mais la' condensant sur un espace 
plus petit, l'éclat par unité de surface de cet espace de la 
rétine reste constamment le même, et l'objet doit paraître 
aussi éclatant de loin que de près. Dans les pays oii l'atmos- 
phère est très-pure, en Egypte notamment, les distances 
ne modifient que la grandeur apparente des objets, mais 
presque pas l'intensité de leur coloration ; 

2^ Lorsqu'un objet s'éloigne, il s'interpose entre lui et 
nous une sorte de brouillard formé par l'air; ce brouillard 
est d'autant plus intense que l'air est moins pur. Il agit : 

a. Par réflexion, en recevant de la lumière et nous la 
renvoyant» ce qui diminue d'autant l'éclat relatif des objets 
situés derrière; 

b. Par transparence, en colorant de sa couleur, qui est 
bleue, les objets devant lesquels il s'interpose. 

Des différents plans en peinture. — En peinture, 
on classe les objets suivant leur distance à l'œil, par les 
places qu'ils occupent. 

Les objets placés très-près sont dits au premier plan ; 
on admet que sur eux l'effet de l'air est nul; donc les objets 
en premier plan posséderont leur couleur absolue. 
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Placés un peu plus loin, les objets sont dits en deuxième 
plan; les objets jaunes paraîtront dans ce cas moins jaunes 
et un peu bleuis, ou mieux un peu neutralisés comme couleur. 

Les objets rouges paraîtront moins rouges et un peu 
bleuis, c'est-à-dire un peu violets. 

Les objets bleus paraîtront moins bleus s'ils sont bleu 
foncé et, au contraire, un peu plus bleus s'ils sont bleu très* 
clair. 

Encore plus loin, les objets sont en troisième plan; tous 
les eifets indiqués ci-dessus devront être accentués. 

Enfin, tout à fait au loin, les objets sont dits dans le 
lointain ; la couleur bleue augmente, et Ton peut dire que 
toutes les couleurs viennent se fondre dans le bleu. 

Le jaune devient bleu jaune, c'est-à-dire un peu verdàtre. 

Le rouge devient rouge bleu, c'est-à-dire un peu violacé. 

Le bleu devient moins foncé s'il était d'abord foncé, et 
plus foncé au contraire s'il était très-clair; en tout cas, 
jamais ce bleu* de lointain ne peut devenir intense; il ne 
doit évidemment pas dépasser le bleu de ciel qui est le 
bleu clair à son maximum de densité. 

Manière de rendre en camaïeu; à l'encre de 
Chine, les eifets de la distance. — Les effets de dis- 
tance se rendront à l'encre de Chine de manières différentes 
suivant l'intensité des tons. En effet, un objet est-il foncé? 
En s'éloignant, il doit: l®perdre de sa coloration, c'est-à-dire 
s'éclaircir; 2° prendre le ton de Tair, c'est-à-dire se foncer. 

Suivant que l'un ou l'autre de ces deux effets l'empor- 
tera, on devra diminuer ou augmenter la teinte du premier 
plan. 

Exemples : 

i^ Un objet jaune en lumière se rendra en premier plan 
par une teinte d'encre de Chine pour ainsi dire nulle; 
s'il s'éloigne, c'est l'effet d'assombrissement de l'air qui l'em- 
portera; on rendra l'éloignement en ajoutant de légères 
teintes d*encre de Chine qui, cependant, ne devront jamais, 
même pour les lointains, dépasser la teinte que l'on jugera 
devoir représenter le bleu de ciel ; 
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2" Un objet Jaune dans l'ombre, et, plus généralement, 
tout objet dans l'ombre se rendra, en premier plan, par une 
teinte d'enere de Chine en général assez intense ; en éloi- 
gnant l'objet, c'est l'effet d'éclaircissement qui l'emportera 
et on devra diminuer les teintes ; 

3® Pour un objet rouge en lumière, le rouge étant un ton 
demi-sombre, la teinte d'encre de Chine qui le rendra ne 
sera ni claire ni foncée et à peu près celle qui couYiendrait 
comme bleu de lointain ; il pourra donc se faire que l'éloi- 
gnement oouduise à ne modifier que très-peu la teinte ren- 
dant le rouge. Cependant, comme il ne faut jamais en dessin 
rester dans l'indécision, on devra franchement adopter un 
rouge clair ou un rouge foncé ; s'il est clair, on en rendra 
les effets comme on a fait pour du jaune; s'il est foncé, on 
agira comme il va être dit pour le bleu ; 

4® Un objet bleu dans la lumière, le bleu étant une couleur 
sombre, se rendra, en premier plan, par une teinte d'enerâ 
de Chine un peu accentuée; en s'éloignant, cette teinte 
devra diminuer, tandis que l'air viendra pour la foncer; le 
premier effet l'emportera ; par conséquent, pour les bleus» 

surtout les bleus sombrer (ceci oe s'appliguerait pas aux 
blQus cleiirs), la distança ge reudra eu dimiuuant le ton du 
premier plau. 

Règle générftlo. -« Veut^on savoir, en faisant un lavis, 
si tel ton d'ombre ou de lumière doit être rabattu ou éclair- 
ci ^n s^éloignant, on commencera par établir le ton qui 
conviendrait aux lointains, et qui sera très-voisin de celui 
qui figurera le ciel; les tons plus clairs que celui-là s'as- 
sombriront en s'éloignant, mais sans jamais dépasser comme 
intensité celle des lointains; les tons plus foncés que celui 
d^s lointains devront s'éçlairçir en s'éloignant, mais sans 
jamais devenir plus qlairs que le ton des lointains, 

En résumé, tous les tons, en s'éloignant, tendront à se 
rapprocher d'un ton upique, qui est celui des lointaiiis, 

Effets de contraste et d*irradiation. — Ces effets 
sont physiologiques et se produisent sur les nerfs de la 
rétine. Leur influence est considérable sur l'aspect apparent 
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des objets; le dessinateur doit les connaître» afin de les 
produire dans son lavis en les exagérant. Il augmentera 
ainsi Tillusion produite par eux sur le spectateur. Voici les 
principaux effets de contraste et d'irradiation: 

1® Si deux surfaces placées à côté l'une de l'autre sont 
Tune noire et l'autre blanche, leur diflFérence d'éclat s'exa- 
gère par le seul fait de leur juxtaposition ; 

2® Une même surface légèrement grise paraîtra presque 
noire si on la fait se détacher sur un fond très-blanc ou 
très-lumineux, et presque blanche si on la met sur un 
fond noir; 

3^ Un cercle très-blanc placé sur un fond moins blanc 
semblera entouré d'une auréole dégradée grise. Au con- 
traire, un cercle très-^noir placé sur un fond presqtie blanc 
semblera entouré d'une auréole plus blanche que le fond 
et se dégradant vers le blanc du fond en s'éloignant du 
cercle ; 

4° Une surface d'une certaine couleur, verte, par exemple, 
se détachant sur un fond vert un peu différent d'elle, 
parait moins yerte que si on la place sur un fond d'une cou- 
leur complémentaire, rouge par conséquent. Autrement dit : 
deux tons de couleurs analogues s'atténuent réciproque- 
ment, et deux tons de couleurs opposées , c'est-à-dire com- 
plémentaires, s'exaltent l'un par l'autre ; 

go Un rond d'une certaine couleur placé sur un fond 
blanc parait entouré d'une auréole dégradée, teintée de la 
couleur complémentaire. 

6® Effet d* irradiation, — Deux surfaces égales, l'une noire 
et l'autre blanche, placées à côté l'une de l'autre, ne pa- 
raissent pas égales, et la surface blanche parait plus grande. 
C'est par un effet analogue que le croissant de la lune, 
alors que la lumière cendrée est visible, semble déborder 
sur la partie obscure du disque. Un fil fin, obscur, visible 
sur un fond gris, disparaît si le fond devient plus éclairé. 
Les plombs des vitraux d'église paraissent beaucoup 
plus minces qu'ils le sont en réalité. Dans certains cas, 
c'est à peine si on les voit. En résumé, il y a empiétement 
du clair sur l'obscur. 
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Gonsétiuences. — (a) Si deux plans Â et B se coupent 

suiraDt une arête vive 

CD; si l'un d'eux est 

éclairé, çt si l'autre est 

dans l'ombre, la face 

dans l'ombre parait plus 

noire aux environs de 

l'arête CD et la face 

éclairée plus blanche. 

Le dessinateur devra donc dans son lavis accuser cet 

effet en l'exagérant. 

(b) En architecture, les fenêtres qui se détachent sur les 

_ murs qui, même dans l'ombre, 

sont beaucoup plus éclairés que 

i- l'intérieur des pièces auxquellei 



E 



appartiennent ces fenêtres, parais- 
sent très-noires et plus foncées en 
-r haut qu'en bas. Ce dernier effet 
lient à ce que, dans les apparte- 
ments, les parties basses des parois intérieures sont plus 
éclairées que les parties hautes. 

(c) Dans un édifice, les toits paraissent presque toujours 
sombres ;% moins qu'ils se fassent miroirs et réfléchissent 
la lumière. Cela tient à ce qu'ils se détachent sur le ciel, 
qui est presque toujours très-brillant. Les ombres dans les 
toils paraissent toujours très-noires. 

(d) Le ciel étant blou, les objets qui se détachent sur 
lui doivent paraître plus orangés qu'ils ne sont. Ce fait est 
surtout sensible pour les édifices en pierres jaunes. Aussi, 
les architectes ont-ils l'habitude, dans leurs lavis, lorsqu'ils 
veulent rendre l'effet d'un édifice en pierre rouge ou jaune, 
de passer la teinte plus intense à la partie supérieure. 

Plus généralement, à cause du contraste puissant dû au 
ciel très-clair, tous les tons, que ce soient des tons d'ombre 
ou dès tons de couleur, doivent être plus intenses à la 
partie supérieure des édifices qu'à 'la partie inférieure. On 
donnera plus loin une seconde cause de cet effet, due aux 
reflets du sol. 
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(e) En architecture, les ombres fines portées par les mou- 
lures de faible saillie se dé- 
tachent ordinairement sur 
un mur blanc h grande sur- 
face éclairée, et paraissent 
plus fines et plus noires 
qu'elles ne sont en réalité. 
Au contraire , les grandes 
ombres portées par des corps 
de bâtiment en saillie, pa- 
raissent plus claires et plus transparentes que les précé- 
dentes. Dans un dessin , on devra exagérer ces effets 
comme l'indique le croquis ci-contre. (A suivre.) 
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ACADÉMIE DE BORDEAUX 
Session d« norsnibrc 1878. 

5 noeembre. — 1- Deux joints A et B sont dUUnts l'un de l'autre de 
d kilomètres. La tonne de charbon prise eu A. coûte a francs; la toune de 
charbon prise en B coûte b Trancs; le transport de )■ tonne coûte e franc 
par kilomètre. Trouier entre A et B le point où la tonne de charbon 
coûte le munie prix, qu'elle vienne de a ou de 6 et vérifier que les prix 
sonl égaux? 
■ Appl. : d = 8oo kil. a = 37 fr. 5o. 6 = 46 fr. 76. c = o fr. 018. 

2- Par un point situé àann l'espace A une hauteur h au-dessus du 
plan horizontal, on mène des plans faisant tous le même angle a. avec le 
pian horizontal. Démontrer que leurs in I ers .actions avec ce plan sont toutes 
tangentes à une circonférence de cercle. Indiquer le point du plan où est 
situé le centre de celte circonférence, et calculer le rayon. 

7 novembre. ~ 1* Calculer les cAlés de l'angle droit d'un triangle rec- 
tangle d'hypoténuse a, sachant que le volume engendré par le triangle en 
tournant autour de l'un des eûtes égale m fois celui engendré quand il 
tourne autour du dcuxièmo cûlé. Cas de t» = i. 

S° Démontrer que si les projections d'une droite sur les deux plans de 
projection sont perpendiculaires aux traces d'un plan, la droite est perpen- 
dJculaire à ce plan. 

Session d'arril 1879. 

34 mars. — 1* Deux circonrérénces de rayon ret r' se coupent, la dis- 
lance de leurs centres est d. Calculer les angles sous lesquels la corde 
d'intersection HN est vue des centres et 0'. 
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Application r == lo». r' = i3". d^ iS». 
2* Résoudre (a? 4- i) i^y + i) = 5a? -f 9^ + i. 
{X -h 2) (3v 4- I) = 90; + i3î/ + 2. 
Vérifier les valeurs. 

9 avril.—' !• Sur une droite de longueur a on a décrit an segment capable 
d'un angle donné A. Calculer le rayon du cercle et l'arc du segment où est 
inscrit l'angle A. 

Application: a «= 436. A = 58»32'. 

2* Résoudre : 

log (7® — 9)> + log (3x — 4)» = a. 



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 



QUESTION 129. 
Solution par M. Lannes, élève du Lyeée de Tarbes. 

Soient P, Q, R les pieds des perpendiculaires abaissées du 
centre de gravité d*un triangle ABC sur les côtés de celui-ci, 
T Vaire du triangle ABC et a, b, c ses côtés. Démontrer que Vaire 



du triangle PQR est égale à 



4 a^ + b^ -{- c^ 



TK 



9 à^b^ti^ 

Là triangle ABC ayaat un angle G supplémentaire de 
l'angle PQQ du triangle POQ, ces deux triangles sont entre 

eux comme les produits des 
côtés qui comprennent ces 
angles. On a donc : 
PQG _ GQ . GP 

ABC " 
de même 
GQR 




AL 



^ 



ABC 
GPR 



. 
GQ . 


b 
GR 


bc 
GR . 


GP 



ABC ac 

Ajoutant ces égalités membre à membre et remplaçant GQ, 

2T 2T 2T 
OP» OR par leurt Taleurs 



36 



•f 



3a 



3c 



on aura : 
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PQR 



4T» 



d'où 



PQR =3 ^ "• +,^' + ^' T.. 



AToto. — Ont résolu la même question : MM. Hoc, de Longwy; Falvre et 
Gindre, del^ons-ie-Saulnier ; Laeroii, pensionnat Saint^Louis, à Saint-ÉUenne; 
Vazou, collège RoUin; Landre, de La Flèche; LongueviUe, À Gharleville. 
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QUESTION 133. 

l9oli|t|p|i par M. BoHPARD, élève du Collège Stanislas. 

ABGD et AB'G'D' sont deux earrés tels que BAB' DAD' soient 
en ligne droite. B'G coupe AD en E et CD coupe AB' en F. 
Prouver que AE et AF sont des lignes égales. 

Les triangles semblables DD'G' et DAF donnent 



AF 



AD 




D'Q' "■ DD' 
De même les triangles 
AEB', BB'G donnent éga- 
lement 

AE _ BG 

TB^ "" BB' • 

Or, D'G' = AB', 

AD = BG, 

DD' = BB' 

Donc 

AE = AF. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Huet, Gelinet, d'Orléans; 
Tessier, d'Angers; RoUet, de Saint-Quentin; Landre, de la Flèche; Dupujr, 
de Grenoble; Zuloaga, de Liège; d'Ocagne, collège Chaptal; Chareyre, de 
Bourg; Plet, Paulme, école de Passy; Peyrabon, Johannet de Châteauroux; 
Verroand, de Sa|nt-Quentin ; Lenormand, de Rouen; Pecq^e^y, du Havre; 
Detchenique, de Mont-de-Marsan; Objois, de Moulins; Gondy, de Pon- 
tarlier; Aillerel, de Versailles; Foissey, de Dijon; Pombard, Jacquier, à 
l'école normale de Gharlev^itle; Longueville, à Gharleville. 
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QUESTION 13S. 
ttolatlon par M. Landre, élère du Prytanée militaire, La Flèche. 

Prouver que la portion du diamètre du cercle circonscrit à un 

triangle ABC, comprise entre le sommet A. et le côté opposé BG 

, , , , R cos A. -{- h cos B 4- c cos G 

est égale a : =r — ; — -. — '—r; . 

stn 2B + sin 2G 

En effet, AD = AO + OD et les angles BOC, AOC, AOB, 
sont respectivement doubles des angles A, B, C. 

Considérant successivement 
les triangles AOB et AOC, 
on a 

AO c 




sin (90 — G) 
AO 

sin (90 — B) 

des lors 

.^ c cos C 
AO = 

d'oli 

AO = 



sin 2C 



sin 2G 

6 
sin 2B 

6 cos B 
sin 2B 



c cos G -\- b cos B 
sin 2G -f- sin 2B 
Si Ton considère les triangles BOD et DOC, on a 

BD cos A DG cos A 



OB = 



d'oîi OD = 

Dès lors 
AO + OD == AD = 



sin 2G sin 2B 

a cos A 



sin 2B -f- sin 2G 

a cos A + ^ cos B -f- c cos C 
sin 2B -|- sin 2C 



Nota. — Ont résolu la même question: MM. Zuloaga, de Liège; Hugot, 
école Ozanam, Lyon; Hoc, de Longwy; Peyrabon, de Châteauroux ; Éiie, 
collège Stanislas. 
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QUESTION 136. 

Solution par M. Cordeau, élève de TÉcole Lavoisier. 

Mener un cercle tangent à deux droites données de position 
de telle sorte que si Von mène une tangente parallèle à une 
direction donnée et terminée aux deux lignes^ le rectangle des 
segments déterminés par le point de contact soit égal à un carré 
donné. 

Soit le cercle cherché et ATB la tangente. Construisons 
le cercle 0' tangent aux deux droites données et joignons le 
point S centre de similitude des deux cercles et 0' au point 




T ; cette droite coupe le cercle 0' en I et la tangente MN en 
ce point est parallèle à AB. Il en résulte que les triangles 
SIM, STA sont semblables ainsi que les triangles SÏN et 

AT . TB ST'^ 



STB. Donc 

et comme 
et 

on a 



MI . IN ~ ST 
AT . TB = m* 
MI . NI = n« = ÎE' 
m» ST* 



H 



1 



ST 



m ST 

ou 



■ 1 III 



IK SI 

et ST = ^ . SI 

Pour construire cette quatrième proportionnelle, joignons 
le point S au point K et le problème reyient à mener une 
droite de longueur donnée m parallèle à lE et s'appuyant 
sur deux droites données ST, SK. 

Le point T étant déterminé menant OT parallèle à 01. 
Le point est le centre du cercle cherché. 

Nota, — Ont résolu la même question : MM. Manceau, d'Orléans ; Fain, 
école Bossuet, lycée Louis-le-Grand ; Hoc, de Longwy ; Lachesnais, de 
Versailles; Dupuy, à Grenoble; Vermand^à Saint-Quentin; Blessel, à Paris. 



QUESTION 140. 

{Solution par M Blessel, piqucur des Ponts et Chaussées, Paris. 

Prouver que dans un triangle on a: 

T a C05 A + b cos B -f- c C05 G 



R a + b + c • 

Cette égalité revient à la suivante : 
(1) aR cos A + 6R cos B + cR cos G = r (a -{- b -{- c). 
Or étant le centre du cercle circonscrit au triangle, 
H, K, L, les pieds des perpendiculaires abaissées de sur les 
côtés du triangle, on a R cos A = OH, par suite aR cos A 
= 2 surf BOG. De même 6R cos B = 2 surf AOG, cR cos C 
2= 2 surf AOB. Le premier membre de l'égalité (.1) n'est 
autre chose que le double de la surface du triangle ABC. 
Il en est de même du second. Donc l'égalité proposée 
est déinontrée. 

Nota, — Ont résolu la même question : MM. Moles, d'Angouléme ; Zuloaga, 
à Liège; Hugot, de Lyon; Fairre et Gindre, de Lons-le-Saulnier ; Hoc, de 
Longwy; Ëlie, à Stanislas; Landre, à la Flèche. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



471 • — Dans un triangle dont les côtés sont en progres- 
sion arithmétique, A étant Tangle moyen, on a : 

B,G I ^B,,G,A 

tg — • tg — = — ; cotg — + cotg — = 2 cotg — 

{Bumier.) 

172. ^- Le produit des trois côtés d'un triangle rectangle 
évalués en nombres entiers est toujours divisible par 6o. 

(Dufrenoy.) 

173. — Si dans un triangle, les bissectrices des angles à 
la base rencontrent les côtés opposés sur une parallèle à la 
base, le triangle est isoscèle. {Dufrenoy.) 

174. — Étant donné un parallélogramme, on construit 
sur les diagonales des rectangles tels que les côtés opposés 
aux diagonales se coupent sur Tun des côtés du parallélo- 
gramme. Démontrer que la somme des deux rectangles est 
équivalente au parallélogramme. (Dufrenoy.) 

175. — On donne un cercle et une tangente fixe à ce 
cercle en iln point I. Sue cette tangente on prend deux 
points mobiles A et B tels que le produit AI X BI soit 
constant. Par les points A et B on mène des tangentes qui 
se coupent en un point G dont on demande le lieu géomé- 
trique, {de Longchamps.) 

176. — Par un point pris sur le prolongement d'un des 
côtés d'un triangle, mener une droite qui coupe les deux 
autres côtés, et qui soit telle que la projection sur le pre- 
mier de la partie interceptée entre les deux autres côtés soit 
égale à une* longueur donnée. 

177. — Soit un triangle ABG; aux points milieux A', B', G 
des côtés on élève des perpendiculaires à ces côtés, sur 

lesquelles on prend A'D = — BG ; B'E = — AG ; G'F 
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= ■ — AB. (A' est le milieu de BG, etc., et les perpendicu- 
laires sont menées extérieurement au triangle.) Démontrer : 
1® que les droites telles que EF et AD sont égales; 2° qu'elles 
sont perpendiculaires Tune sur l'autre; 3® que les trois 
droites AD, AE, GF se coupent en un même point. 

{Nomy.) 

178. — Étant donné un parallélogramme ABGD, on mène 
par le point G une sécante PGQ qui coupe en P et Q res- 
pectivement les côtés AB et AD. Par A et P, on fait passer 
une circonférence tangente à AD au point A ; par A et Q, 
on fait passer une autre circonférence tangente à AB au 
point A. Ges deux circonférences se coupent en un point M 
dont on demande le lieu géométrique lorsque la sécante PGQ 
tourne autour du point G. 

179. -^ Gonstruire géométriquement un triangle connais- 
sant un côté, le pied de la hauteur correspondante, et 
sachant que les bissectrices d'un des angles adjacents à ce 
côté sont égales. (Mignot.) 

180. — Sur les trois arêtes d'un trièdre, on prend trois 
longueurs égales à l'unité OA, OB, OG. Démontrer que si 
l'on appelle V le volume du tétraèdre OABG, o, 6, c les faces 
en 0, on a : 

3V = y/ sm (— j— ) - (— ^— ) sm {-—--) sm (_-) 

(Thual.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
J, BOURGET. 



lUPBllIERIE CENTRALE DES GHEHINS DE FER. — A. CHAIX ET C'« 
RDB BBRGÈRB, kO, A PARTS. — 11580-9. 
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THEORIE DES CENTRES 

DES MOYENNES HARMONIQUES 
Par M. Kœliler. 



Quoiqu'elle ne figure pas explicitement dans les pro- 
grammes officiels, la théorie de la proportion harmonique 
est entrée dans renseignement; je ne me propose pas de 
l'exposer dans tous ses détails, ni de développer les nom- 
breuses applications qu'elle comporte et qui se trouvent 
dans la plupart des traités de géométrie. Le but de cet 
article est de montrer comment la notion de la proportion 
harmonique est susceptible de généralisation, en s'appli- 
quant à un nombre quelconque de points situés ou non sur 
la même droite. 

Maclàurin est, je crois, le plus ancien auteur qui ait con- 
sidéré le centre des moyennes harmoniques d'un système 
de points (Introduction au traité des courbes du troisième ordre). 
Poncelet a étendu et généralisé la conception de Maclàurin 
dans un long mémoire qui fait partie du Traité des irroprié- 
tés projectives. 

MM. de Joncquières, Crémona, etc., ont publié des 
travaux sur le même sujet; la théorie des centres harmo- 
niques de divers ordres sert de point de départ à M. Cré- 
mona pour la démonstration d'un grand nombre de propriétés 
des courbes. 

Les résultats obtenus par ces géomètres sont pour la 
plupart assez simples pour entrer dans le cadre de ce journal. 

1. Je rappellerai d'abord quelques principes sur l'emploi 
des signes en géométrie. 

Lorsqu'un segment est compté sur une droite à partir 
d'une certaine origine, on l'afTecte du signe -|- ou du signe 
— , suivant le sens dans lequel il est porté ; dans la dési- 
gnation du segment, la première lettre indique toujours 

JOURNAL DB MATH. 1879. 15 
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l'origine choisie. De là résulte Tidentité AB = — BA, si Ton 
convient de regarder comme positifs les segments comptés 
de A vers B. 

Si Ton a trois points A, B, G sur une même droite, on a 
toujours ridentité AB -}- BG + GA = o. Il est aisé de la 
vérifier en examinant les trois positions que G peut occuper 
par rapport aux points A et B, le segment AB étant regardé 
comme positif. Si, par exemple, G est entre A et B, on a 
AC + GB = AB, ou bien (puisque AG = — GA, et GB = — BG) 
AB = — GA — BG, et AB -}- BG + GA = o. De même pour 
les autres positions du point G. 

Gette identité fondamentale permet de rapporter un seg- 
ment AB à une origine quelconque prise sur la même 
droite. On a identiquement AB + BO-}- OA = o, et par suite 
AB = — BO — OA ou bien AB= OB — OA. 

Raj^el des propriétés de la proportion et du faisceau harmonique. 

2. Soient AB un segment de droite et Q son milieu ; si par 

un points on mène une 
parallèle Sp à AB, les 
quatre droites Sp, SA, 
SQ, SB forment un 
faisceau harmonique. 
La propriété caracté- 
ristique d'un pareil 
faisceau, c'est qu'une 
transversale quelcon- 
que paqb coupe les 
rayons en quatre 

points liés par la relation -^r- = — r-. 
^ pb qb 

Menons aqb' parallèle à AB. On aura, par les triangles 

pa jpS ' pb pS 

aq aq qb qb' 

il en résulte — — = '^" "^^^^^ — — — — - 




semblables 



= "^-rr ; comme aq = qV 



aq qb pb qb ' 

G'est la forme sous laquelle se présente la proportion 
harmonique dans le théorème classique sur les bissectrices 
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intérieure et extérieure de l'angle d'un triangle. Les côtés 
de Tangle et les deux bissectrices forment un faisceau har- 
monique dans lequel deux rayons sont perpendiculaires; 
la proportion harmonique a lieu entre les segments dé- 
terminés par les extrémités de la base et les pieds des 
bissectrices. 

Le faisceau harmonique, défini comme nous venons de le 
faire, est tel qu'une parallèle à l'un quelconque des quatre 
rayons est divisée en deux parties égales par les trois autres. 
En effet menons par exemple paj parallèle à S6; on aura 

•^^ = -—-, -FT- = — 7-» ©t en vertu de l'égalité des 
S6 pb Sb qb ^ 

seconds membres, pa = aq. 

Il résulte de ce qui précède que la proportion harmonique 
est projective : si d'un point S on mène des rayons à quatre 
points déterminant sur une droite des segments harmoni- 
ques, toute transversale est coupée par les rayons en quatre 
points jouissant de la même propriété. Les points p, q sont 
conjugués l'un de l'autre par rapport aux points a, 6; de 
même a et 6 sont conjugués par rapport h p ei q. Lorsque 
la transversale devient parallèle à l'un des rayons, le point 
correspondant à ce rayon passe à l'infini, et son conjugué 
est au milieu de la distance des deux autres points. 

L'égalité fondamentale (1) qui sert ordinairement de dé- 
finition à la proportion harmonique peut être transformée 

de plusieurs manières. On peut l'écrire — 1 — ^ = o 

pb ' qb 

ou bien J^ 4- -4- = o (2) ou enfin JE. : -4. = - ,. 
qa qb qa qb 

Sons cette forme elle exprime qu'un des rapports anharmo- 
niques des quatre points est égal à — i. 

Rapportons tous les segments au point p pris pour ori- 
gine; on aura, au lieu de l'égalité (2), 

pa pb 

la-pg + pb-pq = ° °^ m-Pb=pq (pa + pb), 

ou enfin -^ = -i- + -i- . (3) 
pq pa pb 

Si l'on prend successivement pour origine chacun des 
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autres points, on trouvera de la même manière, en appli- 
quant toujours la relation type AB = OB — OA rappelée 
au commencement de cet article : 

"* ' + -rr- (3') ■ér = -ér + -^r (3") 



qp qa qb ab ap aq 

^ ' + ' (3-) 



ba bp bq 

Ces quatre dernières égalités (3), (3% (3"), (3'") font res- 
sortir la réciprocité qui existe entre les points p et g d'une 
part, o et 6 de l'autre ; elles se prêtent, ainsi que l'égalité 
(2), à la généralisation indiquée en commençant. 
Si l'on prend pour origine le milieu o de a6, on aura 

oa — op . ob — op 

-4— * T — n 



oa — oq ob — oq 

et en réduisant 

2oa . ob + 2op . oq — oa . oq — ob , op — oa . op 

— ob . oq = o. 
Mais ob = — oa. Donc les quatre derniers termes disparais- 
sent, et il reste oa . ob -\- op . oq = o ou bien op . oq 
= oa^. De même, si o' est le milieu de pq, on a oa' . o'b 
= op^. Ces deux relations sont souvent employées. 

Quand on a sur une droite des couples de points (a, 6), 
(a\ b'), {a'y b')y etc., tels que oa . o6 = oa . ob' = oa' . ob" 
= . . . = op^y on sait qu'ils forment une involution qua- 
dratique, dont est le point central, p et g lés points dou- 
bles qui divisent harmoniquement tous les segments tels 
que {ab). 

Polaire d'un point par rapport à un système de deux droites. 

3. Soient oa^ ob deux droites, p un point de leur plan ; 
menons les transversales Pa6, Vab\ Va'b" • . . ; le. lieu des 
conjugués harmoniques de P par rapport aux couples (a, 6), 
(a', b)y (a", 6") ... est une droite passant par le point o, et 
les points de concours g, g'... des diagonales de tous les 
quadrilatères abb'a, ab'b'a". . . sont sur cette droite. 

La première partie du théorème est évidente; car si l'on 
prend le conjugué harmonique de P sur une quelconque des 
transversales, les rayons oP, oa^ op, ob forment un faisceau 
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harmonique, et si Ton considère ensuite une autre transver- 
sale Pa 6', le conjugué p' de P par rapport à o', V sera sur 
op. Pour démontrer la seconde partie, je remarque que les 
droites gP, go, qp, qb forment un faisceau harmonique dans 
lequel qp est le conjugué de gP ; de même, dans le faisceau 
gP, ga, qp, qb, le rayon qp est le conjugué de gP; donc il 
se confond avec qp, et le point g est sur la droite pp'o. 




On conclut de ce théorème que dans un quadrilatère com- 
plet chaque diagonale est coupée harmoniquement par les 
deux autres. Soit le quadrilatère abb'a dont les côtés oppo- 
sés se coupent en et P; le conjugué r de g par rapport 
aux points b, a est sur la troisième diagonale OP. De même 
le conjugué 5 de g par rapport à 6' et a est sur OP. Enfin, 
comme le faisceau gP, ga, gO, qV est harmonique, les quatre 
points 0, r, P, s déterminent une proportion harmonique. 

(A suivre.) 
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NOTE D'ALGEBRE 



Recherche du maximum et du minimum de la fraction 

a'x* -}- 2b'xy -|- c'y* 

ce 
Posons — = X. La fonction proposée devient 

y 

— <^ ^' + 26 X 4- c 

^ "" a'X« + 26'X + c' ^^ 

ou (a — az) X« + 2 (6 — b'z) X + c — g z = o 

et en résolvant 

{a—az)X + b — b'z = zhsl{b — b'zy — {a—az){c--cz). (2) 
Nous distinguerons trois cas selon que les racines de 
réquation 

(6'2 _ a'c) 71' — {ac •^ca — 2 66') z + 6» — ac = o (3) 
obtenue en égalant à o la quantité sous le radical seront 
réelles et inégales; réelles et égales; imaginaires. 

1®' CAS. — Les racines sont réelles et inégales. Supposons 
que a et p soient ces racines et que Ton ait p > a. 

Si 6'* — ac > o, on a 
(a — az) X + 6 — 6'js = dz yj{b'^^ac) (z — a.) (z — f^) . 

Si z est inférieur ou égal à a, X esrt réel; mais si z est. 
plus grand que a et plus petit que p, X devient imaginaire. 

Donc la plus petite racine a est la valeur maximum de z. 
De la même manière on peut facilement voir que la plus 
grande racine p est un minimum. 

Si o' = o ou si c' = o le radical devient b' ^(z — a.) (z — p) 
et comme précédemment la plus grande racine est le mini- 
mum et la plus petite le maximum de la valeur de Z. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé réelles les racines 
du dénominateur. Si elles étaient imaginaires, c'est-à-dire 
si 6'* — a'c < o, on aurait 

(a — a'z) X-\-b-^b'z = zt si {a'c — b'') {z — a) (p — ^5) ; 
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on voit aisément que X est imaginaire pour toutes le 
valeurs de z excepté pour celles comprises entre a et p. 

En conséquence la plus grande racine est un maximum 
et la plus petite un minimum de z. 

Si a = p Texpression sous le radical est positive pour 
toutes les valeurs de z, et par suite z n'admet ni maximum 
ni minimum. 

Si a et p sont imaginaires, l'expression sous le radical 
est positive, et dans ce cas z n'admet encore ni maximum 
ni minimum. 

De ce qui précède il suit que la valeur de X correspon- 
dant à un maximum ou à un minimum de z, doit satisfaire 

à l'équation 

(a — az) X + 6 — b'z = o 

Remplaçons z dans (1) par sa valeur tirée de cette équa- 
tion on a 

abc 

abc 

ou (a6' — ba:) X^ + {ac — ca') X + fec' — cb' = o. (4) 

Cette équation détermine les valeurs de X qui corres- 
pondent au maximum et minimum de z. 

On peut facilement voir que si les racines de l'équation (3) 
sont réelles, il en est de même de celles de l'équation (4) 
et réciproquement. 

Ce qui précède nous permet de trouver élémentairement 
le maximum et le minimum de la fonction 

Z = a cos* a; 4" 26 cos x cos y -\- c cos' y (1) 

cos X et cos y étant liés par la relation 
(i + p*) cos* X + 2pq cos X cos J/ + (i + 9*) cos* j/ = i (2) 
a, 6, c, p, q étant indépendantes de x et de y, 

(Lacroix, Calcul différentiel.) 

Multiplions et divisons le second membre de (1) et de (2) 

par cos* y il vient 

„ [ cos* X , _ cos X \ \ 

z, = ia y- 26 f- c ) cos* y 

\ cos* y cos y / 

[, , ,, cos* X , cos ce , , , ,-1 



1 
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d'où cos'^ y = ; 

, , , COS* X , cos x , , , ,^ 

^ ' ^ V cos« !/ "^ ' ^ cos y • ^ ^ ^ / 
Remplaçons dans (1) cos* y par celte valeur et posons 

cos' g; ^ ^^ 

COS'i/ 

__ aX^ 4- 2[;X H- c 

^"^ ^ - (I + p«) X«+ 2P9X + (I + î^) • 
Le maximum et le minimum de cette fonction sont, d'après 
ce qui précède, donnés par Téquation 

(i +P' + 9') Z' - [(I +q')a- 2pqb + (i + p') c] Z 

+ ac — 6* = o 
et les valeurs correspondantes de X sont données par 
[(i +p«) 6 _ apq] X« + [(I + p«) c - (I + g«) a] X 

+ p^c — (i + 9*) ^ = o- 

Remarque. — L'équation (4) permet de résoudre simple- 
ment la question suivante ; Trouver les relations qui doivent 

exister entre les coefficients des deux fractions , , ; , — , T ■ . 

a X* -|- bx -f- c 

ax* + 6x + Y 1 / .. . , 

et —rz — r—T' — i — h pour que ces deux fonctions aient des maan- 

ax^ + px + Y*^ 

mum et minimum con^espondants aux mêmes valeurs de x. 

Les équations qui déterminent les valeurs maximum et 
minimum de chacune de ces .fonctions sont d'après ce qui 
précède : 

(af — ba)x^ + ^{^<^' — ca')x -j- (bc — c6') = o 

(ap' - pa>* + 2(ay' - ya> + (^y - y^') = o. 

Ces deux équations devant avoir les mêmes racines, on 
doit avoir 

ab' — ba- . ac — ca bc — cb' 

+ 



ap' — pa' ay' — ya' Py' — yg' 

telle est la relation cherchée. 



C. C. 
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NOTE SUR LE TRIANGLE 

Traduit de l'anglais de l'ouvrage A Treatise on sortie new geometrical methods. 
Par James Bootb^ membre de la Société Royale de Londres. 

(Suite; voir page 202.) 



SUR LES TRIANGLES INSCRITS DANS UN CERCLE ET CIRCONSCRITS 

A UN AUTRE CERCLE. 

12. Soit le triangle ABC, inscrit au cercle AEBG, et cir- 
conscrit au cercle FwK; 

nous allons chercher une 
expression de la distance 
des centreâ et o) de ces 
cercles. Soit D cette dis- 
tance ; appelons R et r les 
rayons des cercles ; on voit 
facilement que Ton a 
(R4-D)(R — D) = Ca) . Go), 
ou 

1)2 = R2 — G(o . Gto. 

Par le point G, menons 
le diamètre GOE; joignons 
le point A aux points G, 
E. La similitude des triangles GKto, AGE nous donne 

GE . o)K = C(o . GA; 
mais GE = 2R; wK = r; GA = GB = Go). 
Donc 2Rr = Gw . Go). 
Par suite D* = R* — 2Rr (45) 

Gette valeur de D est indépendante des côtés du triangle 
et, par suite, si Ton décrit deux cercles de rayon R et r, 

tels que la distance de leurs centres soit égale à y^R* — 2Rr, 
tout triangle inscrit à Tun est circonscrit à l'autre. . 

13. Soit T le rayon de l'un des cercles de contact; alors, 
en faisant quelques transformations, on arriverait à la for- 
mule D» = R» + ^Rr (46) 
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Si Ton prend les expressions analogues pour les autres 

côtés, et que Ton ajoute toutes ces expressions, on trouve 

D«-f-D'« + D"« + D"'« = 4R^ + 2R(r' + r" + r"' — r) . . . . 

Mais on a vu (form. 10) que Ton a r'-f-r" + r'" — r=4R; 

donc D« 4- ^'^ + I>"' + I>"' = 12R* . . . . (47) 

Donc la somme des carrés des distances du centre du cercle 
circonscrit aux centres des quatre cercles de contact est égale à 
douze fois le carré du rayon du cercle circonscrit. 

On peut voir facilement que G, milieu de l'arc AB, est 
le centre du cercle qui passe par les extrémités du côté 
AB, et par les centres co et Û du cercle inscrit et du cercle 
ex-inscrit. 

14. Si un triangle est inscrit à un cercle et circonscrit à un 
autre cercle^ ces deux cercles ont en commun un 'pôle et sa 
polaire. 

Soit d la distance du centre du cercle circonscrit à la 
polaire commune, S la distance entre le centre du cercle 
inscrit et le pôle commun, et, comme précédemment D 
la distance entre les centres de ces deux cercles ; on a, en 
appelant R et r les rayons des cercles 

(D + S)d = R2; {d — D)3 = r^ 

En éliminant 8, on trouve 

(R2 _ r«)+ R(R — 2r)± r si 4Rr + r» 



d = 



D 



SUR LE TRIANGLE ORTHOCENTRIQUE. 



15. Le triangle orthocentrique a été défini le triangle formé 
par les pieds des hauteurs d'un triangle donné, et ces per- 
pendiculaires se coupent en. un point appelé orthocentre. Le 
cercle qui est circonscrit à ce triangle peut être appelé le 
cercle orthocentrique, Poncelet l'appelle aussi le cercle des 
neuf points y par suite d'une propriété qui sera établie plus 
loin. 

Soient A, B, G les angles du triangle donné, a, 6, c les 
côtés opposés, et R le rayon du cercle circonscrit. Les côtés 
du triangle orthocentrique .sont a cos A, b cos B, c cos C. 
En effet, soient A', B', G' les sommets du triangle ortho- 
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centrique respectivement opposés aux sommets A, B, G du 

triangle donné ; alors, les côtés du triangle A'BC sont a cos B, 

c cos B, et A'C. On a donc 

A'C'*^ = a* cos^ B + c* cos« B — 2ac cos' B 

ou A'C* = cos* B(a* -j- c^ — 2ac cos B). 

Mais la quantité entre parenthèses n'est autre chose que 

AC* ou b^. 

Donc 6' = 6 cos B (48) 

On a aussi, d'après un théorème connu : a = 2R sin A, 
Mais les côtés du triangle orthocentrique sont, d'après ce 

que nous venons de voir, a cos A, 6 cos B, c cos C; de plus, 

si A', B', G' sont les angles de ce triangle, on a 

A' -|- 2A = tt; 

d'où sin A' = sin 2A = 2 sin A cos A. 

Enfin, si R' est le rayon du cercle circonscrit au triangle 

orthocentrique, on a 

_, a cos A a 

2R = : T— = : r- . 

sin 2A 2 sm A 

Donc, R = 2R (49); c'est-à-dire que le rayon du cercle 
circonscrit au premier triangle est double du rayon du 
cercle orthocentrique. 

16. En général, l'aire d'un triangle est donnée par l'équa- 
tion abc = 4RA. 

En appelant A' l'aire du triangle orthocentrique, dont les 
côtés sont a cos A, b cos B, c cos G, on a 

abc cos A cos B cos G = 4R'A'. 

Mais abc = 4RA, et R = 2R'. Donc on a 

A' 
—— ='2 COS A cos B cos G (80) 

Si des perpendiculaires sont abaissées des sommets d*un triangle 
sur les côtés de son triangle orthocentrique, elles passent par le 
centre du cercle circonscrit au triangle donné. 

Gomme les hauteurs du triangle sont les bissectrices du 
triangle orthocentrique, les perpendiculaires abaissées de 
deux sommets, A et B, par exemple, du triangle donné sur 
les côtés du triangle orthocentrique, font des angles égaux 
avec le côté G. Donc ces lignes se coupent eu un même point, 
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et comme ces trois lignes sont égales, elles se coupent au 
centre du cercle ABC. Ainsi, de même que, en abaissant des 
sommets d'un triangle des perpendiculaires sur les côtés 
opposés, on détermine Torthocentre par l'intersection de ces 
perpendiculaires, de même en abaissant des mêmes sommets 
des perpendiculaires sur les côtés du triangle orthocen- 
trique, on détermine le centre du cercle circonscrit au 
triangle donné. 

17. Puisque les perpendiculaires abaissées de Torthocentre 
H sur les côtés du triangle primitif sont les bissectrices des 
angles du triangle orthocentrique, il en résulte que H est 
le centre du cercle inscrit au triangle orthocentrique. 

Trouver la valeur du rayon p du cercle inscrit au triangle 
orthocentrique. 

Soit p le demi-périmètre du triangle orthocentrique, et 
A' sa surface. On a alors A' = pp. Mais on a (form. 48) 

2p = a cos A -f- ^ cos B -|- c cos G 

donc 2p = ~ {aq + bq + cq'") (51) 

en appelant g , g" et q" les perpendiculaires abaissées du 
centre sur les côtés du triangle donné; 
mais aq -[- hq' -\- cq" = 2A. 



Donc on a 



Donc 



p> = A', et A = p'R (52) 

RA' 



P = 



A 
Mais, d'après la formule (50), on a 

p = 2R cos A cos B cos G (53) 

On a aussi -^ = —- (5t) 

On en déduit les propositions suivantes : La surface du 
triangle orthocentrique et celle du triangle donné sont propor^ 
tionnelles au rayon du cercle inscrit dans le premier triangle et 
au rayon du cercle circonscrit au second, 

La surface ë!un triangle est égale au rayon du cercle circons- 
crit multiplié par le demi-périmèti^e du triangle orthocentrique. _ 

On obtient ainsi un nouveau théorème simple pour trouver 
l'expression de la surface du triangle. 
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t8. La surface du triangle donné est la somme du triangle 
orthocentrique et des trois triangles formés avec les seg- 
ments de ces côtés; le double de la surface de l'un de ces 
triangles est bc cos* A sin A. Donc 

bc cos* A sin A -|- ca cos* B sin B -f- û6 cos* C sin C 

+ 2A' = 2A 

ce que Ton peut écrire 

6c sin A -f- oc sin B + a6 sin G 

- /sin« A , sin' B , sin» C \ 

— abc ; ) = 2 A — 2A . 

\ a ' 6 ' c / 

Mais bc sin A = ac sin B = ab sin G = 2A 

donc 4A + .i- = 4RA (-^ + ^^ + ^^) 

et comme RA' = Ap, on a, en multipliant par R 

T» 1 T», / sin» A , sin» B , sin» G \ .^^. 
2R + p = 2R« (^ 1 ^ 1 ^ j (5S) 

19. Déterminer une expression pour le carré de la distance 
entre le centre du cercle circonscrit et Vorthocentre, ou une 
Suppression de OH'. 

Si Ton prend le triangle dont les sommets sont 0, H et 
**^ un des sommets, A par exemple, du triangle donné, les côtés 
de ce triangle sont OH, R et 2R cos A , et Tangle en A 
est égal àv^i — B. Doue on a 

•OH' = R« + 4R« cos» A — 4R« cos A cos (G — B) (06) 
- Mais A = TT — (C + B); donc 
OHV= R''[i — 4 cos A i cos (G + B) + cos (G — B)] 
^ ôu 0H« = R«(i — 8 cos A cos B cos G); (57) 

et, en vertu de la formule (53), on a 

OH* = R» — 4Rp (58) 

En appliquant la formule (50), on trouve aussi 

OH* = R* (i — -^Y (59) 

Enfin, en appliquant d'abord la formule (34), puis au ré- 
sultat la formule (12), on trouve 

OH* = 9R* — (a* + 6* + c*) (60) 

* 20. La somme des carrés des distances des somm;ets d'un 
" triangle à Vorthocentre, diminuée de la distance de ce point au 



1 
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centre du cercle circonscrit , est égale à trois fois le carré du 
7*ayon, 
En effet, on a AH* = 4R2 cos* A; donc 
AH« 4- BW + GH« = 4R»(cos* A + cos« B + cos« G). 
Mais cos' A + cos* B -f- cos* G = i — 2 cos A cos B cos C 
et, en vertu de Fégalité (57), on a, par soustraction 

* AH« + BH* + GH» — OH* = 3R«. (61) 

Le rayon p du cercle inscrit dans le triangle orthocen- 
trique est égal à 2R cos A cos B cos G ; donc 

OH» = R(R — 4p). 
Ajoutant le double de cette expression à la précédente, 
on trouve 

AH* + BH* + GH* + OH* = 5R* — 8Rp. (62) 

21. Trouver les rayons des cercles inscrit et ex-inscrit au 
triangle orthocentrique. 

Nous avons vu que Ton a p = 2R cos A cos B cos G .et 
2 cos A cos B cos G = I — (côs* A -f- cos* R -f- cos* C), 
on en tire • p = R(sin* A -j- sin* B -f- sin* G — 2). 

Mais sin* A = — =--. 

4R* 

En substituant on trouve en posant 2P* = a* + ^^ -f- ^* 

P* — 4R* 
P = -^R^ (63) 

_ ^ , bc sin A cos A 
De même, on a p = 



a 



, cos A . cos A 6* + c* — o* 

ou p = 2A ; mais — 



a a 2abc 

Donc p' = -^ {¥ + c« - a') = ^' ~ "' (64) 

On a des formules analogues pour p" et p". 
Si Ton ajoute ces expressions, on trouve 

a2 4- 62 4- c* — 4.R* P* — 2R* 

(65) 
Puisque Ton a 

cos* A -f- cos* B + cos* G = I — 2 cos A cos B cos G, 
et que le rayon du cercle inscrit au triangle orthocentri- 
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que est égal à 2R cos A cos B cos C, comme on a aussi, 
en appelant ç', ((\ ((" les distances du centre du cercle 

circonscrit aux côtés, cos* A = -:^, on en déduit 

5'2 _|. ç/'2 _[_ Ç///2 --, R(R-p) (66) 

[A suivre.) 



SOMMATION DIRECTE ET ELEMENTAIRE 

DES CARRÉS, 
DES CUBES, DES QUATRIÈMES ET DES CINQUIÈMES PUISSANCES DES n 

PREMIERS NOMBRES ENTIERS 
AINSI QUE DES îl PREMIERS NOMBRES IMPAIRS , 

Par Georges Iloitor. 



I. — Somme des carrés des n premiers nombres entiers. 

Nous avons les identités 

(n -|-- (2n -|- i) = 2/1* + 3n + i, 
(n — i) (2n — i) = 2n* — 3n -j- i. 

Nous en tirons, en retranchant membre à membre, 
(n + i) (2H +0 — (^ — i) (2H — i) = 6^* 

Si nous multiplions les deux membres par --t- , et que 

nous posions, en général, 

A„ = ^(^+ (^^+ 0> (1) 

nous pourrons écrire 

n' = An— An-i, (2) 

attendu que -^ — -^ ^ 

o 

^Oéduit de An ou de (1), en y remplaçant n par n — i. 

Dans la formule (2), remplaçons n successivement par 

tous les nombres entiers, depuis i jusqu'à n; nous obtenons 

la suite des égalités 



1 
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I« 


= A,. 




2* 


= A. - 


A., 


3* 

• 1 


-A,- 


A,. 

• • 



(n — i)« = A„_i —An ^2, 

»' = An — An-l. 

Ajoutons membres à membres, et, dans le second 
membre de l'égalité résultante, supprimons les termes 
égaux et de signes contraires qui sont en évidence et qui 
s'entre-détruisent. Nous trouvons ainsi que la somme des 
carrés des n premiers nombies entiers est 

i« + 2« + 3« + . . . + (n — i)« + n* = An . 

Si nous désignons cette somme par Sn* et que nous 
nous reportions à la notation (1), nous obtiendrons la formule 

Corollaire I. — Représentons par Zn la somme des n 
premiers nombres entiers, de sorte que 

2 

Si nous divisons, par cette égalité, l'expression (I), il 
nous viendra 

2n' 2n + I n + (w + /tt\ 

-W = 3 = 3 • ("^ 

Ce résultat prouve que 

La somme des carrés des n premiers nombres entiers^ divisée 
par la somme de ces marnes nombres^ égale le tiers de la somme 
du dernier n de ces nombres et du nombre suivant n -f- i • 

Corrollaire II. — Si le dernier nombre n égale un 
multiple de 3 plus i, le nombre suivant n + i sera un 
multiple de 3 plus 2 ; par suite leur somme sera divisible 
par 3. Donc 

Im somme des carrés des n premiers nombres entiers est divi- 
sible par ta somme de ces mêmes nombres^ chaque fois que le 
dernier nombre considéré n égale un multiple de 3 plus i . 

Corrollaire III. — Si l'on veut avoir la somme des 
carrés des n nombres entiers, qui suivent le nombre n. 
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il suffira d'abord de remplacer n ^par 2n dans la formule ' 
(I). On aura ainsi 

6 
Si de cette somme on retranche la somme des carrés des 
n premiers nombres entiers, ou l'expression (I) , on obtien- 
dra la somme des carrés des n nombres entiers qui vienuient 
après le nombre n. Cette somme sera donc 

S(2«)« - 2n« = ^"(2» + O (4^ + 

n{n -{- i) (2n + i) 

6 • 

ou bien 

2(2n)« — 2n« = ^^^^ "^ '^ [8n + 2 — n — i], 

c'est-à-dire 

^2ny — Sn* = — i= ^ :^ ^^ — -i- — ^. (III) 

II. — Somme des carrés des n premiers nombres impairs. 

Le n*"® nombre impair étant 2n — i , la somme des carrés 
2n — I premiers nombres entiers s'obtiendra en rempla- 
çant, dans la formule (I), n par 2n — i ; cette somme 
sera ainsi 

2(2n — i)« = — ^ ^-^2; ^. 

Or les n — i nombres pairs, qui précèdent le n™® nom- 
bre impair 2n — i, sont 

2, 4, 6, ,.., (2w — 4), (2n — 2), 

ou 2.1,2.2, 2.3, ..•, 2(n — 2), 2(n — l). 

La somme des carrés de ces n — i nombres pairs sera 
par conséquent 
« 2« [i« + 2« + 3« + ... + (n — 2)» + (» — i)'], 
ou, en vertu de la formule (I), 

2* (w — i) n (2n — i) 2n (n — i) (2n — i) 

6 3 

La somme S, des carrés des n premiers nombres impairs 
est donc exprimée par la différence 
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M (2n — i) (4n — i) 271 (n — i) (2n — i) 



n (2n — i) r . , n 

= ^-3 ^[(4H — i) — 2 (n — i)J, 



ou par 

S = (^^— i)2n(2n4- 1) ^ n (4n' — i) .™ 

6 3 



III. — SOBIME DES CUBES DES 71 PREMIERS NOMBRES ENTIERS. 

Il est aisé de voir que 

(n 4" 0* — (^ — ï)' = 4n; 

multipliant par , on obtient Tidentilé 



n}(n+ i)« (n — i)«n* 



= n' 



4 4 

qui peut s'écrire n^ = Bn — Bn — i, (3) 

^* /^ I j \* 
en posant Bn = ^ — — — — (4) 

Dans régalité (3), remplaçons n successivement par tous 

les nombres entiers, depuis i jusqu'à n; nous aurons la 

suite des identités 

I» = B„ 

2» = B, — B„ 

3» = B, - B,, 



(n— i)' = Bn-^ — B„-2, 
n^ = B„ —Bn-i 
Ajoutons membres à membres, il nous viendra, après sup- 
pression des termes égaux deux à deux et de signes con- 
traires, 

i8 ^ 28 ^ 3» + . . . + (n — I)» + n» = B„ , 
ou, en ayant égard à la notation (4), 

v„. _ «"(n+i)- ^ | -«(n+i)J (V) 

Ainsi la somme des cubes des n premiers nombres entiers est 
égale au cairé de la somme de ces mêmes' n premiers nombres 
entiers^ 
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Corollaire. — Élevons au carré les deux membres de la 
formule (I), nous aurons: 

(Sn^). = n« (n + i)« (2n + i)« ^ 

Divisons cette égalité membre à membre par la formule 
(V), nous obtiendrons la relation 

(Sn')' ^ (2n +1)' ^ r n + (n + i) - i' 

En^ 9 L 3 J ' 

Elle prouve que 

Le carré de la somme des carrés des n premiers nombres 
entiers y divisé par la somms des cubes des mêmes nombres, égale 
le carré du tiers de la somme du dernier nombre n et du nombre 
suivant n -j- i« 

Si le dernier nombre n est un multiple de 3 plus i, 
(2n*)* sera divisible par Sn^. 

lY. — Somme des cubes des n premiers nombres impairs. 

La somme des cubes des 2n — i premiers nombres en- 
tiers s'obtient en mettant 2n — i à la place de n dans la 
formule (V), ce qui donne 

2(211 — i)» = n»(i»t — i)« 
mais la somme des cubes des n — i nombres pairs , qui 
précèdent le nombre 2n — i , est 

2»[i8 + 2» + 3» + . . . + (n — 2)» + (n — i)»] 

ou 82 (n — i)» = ^(^ — 0'^' _ 2^,(^ _ jj, 

4 
Donc la somme S, des Cubes des n premiers nombres 

impairs sera 

Sj = n'(2n — i)* — 2n*(n — i)* = 
n*[(4w* — 4n + — (2«* — 411 + 2)], 
ou (VII) S, = n»(2n* — i) 

(A suivre,) 
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ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DU LAVIS 

Par M. PUlet, professeur de lavis à TÉcole Polytechnique. 

(Suite; voir page 212.) 



Des reflets dans le dessin de machines et dans 
le dessin d'architecture. — Dans le dessin de machines, 
on ne cherche pas à réaliser un effet artistique. Le lavis a 
surtout pour but de rendre la forme des objets; on ne fait 
sentir la position relative des objets que par les ombres 
qu'ils portent les uns sur les autres, et par les différences 
d'intensité des tons qui les recouvrent. Dans bien des cas, 
on ne trace même pas les ombres portées, et on rend 
chaque objet comme s'il était isolé dans l'espace. On trace 
donc sa ligne d'ombre propre et on fait le lavis soit par 
teintes fondues, soit par teintes plates, à l'aide des lignes 
d'égales teintes en ne tenant compte que du rayon atmo- 
sphérique principal. • 

En architecture, les édifices reposant sur le sol, qui est 
fortement éclairé, et souvent de couleur claire, les reflets 
atmosphériques doivent être combinés avec les reflets éma- 
nant du sol. Ces derniers sont même les plus intenses. 

Cherchons à nous rendre compte de la direction suivant 
laquelle ils ont le plus d'intensité. 

Cette direction combinée avec celle du rayon atmosphé- 
rique principal nous donnera celle des rayons de reflets 
totaux. 

Rayon terrestre principal. — Soit en projection 
horizontale A un édifice rectangulaire, reposant sur un sol 
mat, éclairé et renvoyant de la lumière par diffusion et non 
par réflexion,, comme pourrait le faire une nappe d'eau. Il 
est évident que si nous plaçons un petit élément plan ver- 
tical cd, dans une position inclinée sur la face mn de l'édifice, 
il ne recevra de reflets que des points du sol situés dans 



p— 
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Tangle pcq et sera d'autant moins éclairé qu'il sera plus 

loin d'être parallèle à la face 

mn. On peut donc dire que le 

rayon terrestre principal doit 

être dans un plan vertical, xy, 

perpendiculaire sur la face mn 

de l'édifice. 

Quel angle, avec le plan hori- 
zontal, fait-il dans ce plan? — 
Pour nous en rendre compte, 
faisons une coupe verticale sur l'édifice. 

Un petit élément plan, cd, incliné à l'angle a, reçoit de 
la lumière d'une infinité de 
points, tels que a', a, a" situés 
à des distances l\ /, T, lui en- 
voyant de la lumière dont 
l'intensité varie avec l'angle ^-' 

d'incidence. En combinant tous 
ces effets, il est facile de recon- 
naître: 

1® Que l'élément cd sera plus éclairé quand il sera près 
du sol que quand il en sera loin ; 

2® Qu'il sera éclairé au maximum quand il fera avec le sol 
un certain angle a que le calcul pourrait déterminer. Le 
rayon de reflet maximum dû au sol, sera pris normal au 
plan cd, dans la position précédente, répondant à cet angle a 
d'éclairement maximum. 




Combinaison des reflets du sol et des rayons 
atmosphériques. — Rayon aéro- « 
terrestre principal. — Combinons 
les reflets du sol représentés par le 
rayon terrestre zur-z'u\ situé dans ^ 
un plan de profil zu et dirigé de bas — - 
en haut, avec le rayon atmosphéri- * 
que principal représenté par fto-feV 
(dans rbypoihèse du rayon à 48®). 
Le premier est plus intense que le ' 
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second, et on pourra les réunir en un seul RR' que nous 
nommerons le rayon aéro-terrestre principal; on le prend 
ordinairement en architecture dirigé suivant la diagonale 
d'un cube, mais non plus directement opposé aux rayons 
solaires. On prend les reflets inclinés à 45®, dirigés de droite 
à gauche, de bas en haut et d'arriëre en avant. Les projec- 
tions d'un de ces rayon^' seraient les droites R et R'. 

Remarque. — Il est bien entendu que ce rayon aéro-ter- 
restre n'est que conventionnel. C'est un rayon qui, pris seul, 
éclairerait les ombres à peu prës comme le font tous les 
rayons de reflets qui viennent dans toutes les directions, 
avec des intensités variables. Il faudra bien se garder de 
lui donner des propriétés ombrantes (Voir plus loin § C, 
Contre-ombres). 

Conséquences. — (a) Dans un dessin d'architecture 
représentant la façade ou la coupe d'un édifice, toutes les 
ombres doivent être plus claires en bas de l'édifice qu'en 
haut, comme étant plus près de la source des reflets. 

(b) Les moulures qui dans l'ombre sont tournées du eôté 
du sol doivent être moins noires que celles qui sont tournées 
du côté du ciel. Plus généralement, le point le plus clair 
d'une moulure placée dans l'ombre est celui pour lequel 
le rayon aéro-terrestre lui est normal. 

Contre-ombres. — (c) Les reflets du sol sont quelque- 
fois assez intenses pour produire des ombres dans les ombres. 
On nomme ces dernières des contre-ombres. On ne les trace 
que dans les ombres portées, en les supposant produites par 
le rayon aéro-terrestre principal, tel que nous l'avons défini. 
Seulement, il ne convient pas de donner à ces contre- 
ombres des contours aussi définis qu'aux ombres directes, 
ni de les prolonger aussi loin. En eflet, les reflets qui viennent 
de tous les points du sol produisent des pénombres très- 
considérables qui font que les contre-ombres disparaissent 
à très-petite distance des objets qui les portent et que leurs 
contours s'estompent très-rapidement. On fait ordinairement 
les contre-ombres à l'aide de teintes très-rapidement adoucies 
ou fondues. : 
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Application. — Soit à faire le laTie de la portion de 

corniche indiquée sur le croquis ci-aprës. Un larmier K est 

soutenu par un talon G accompagné d'une banquette F. 

— Un bandeau C est surmonté d'un cavet renversé B et 



soutenu par un talon D. Entiu, une console A est placée 
sous le larmier. Le tout est dans l'ombre Na, portée par le 
larmier sur la frise; on opérera comme il suit : 

1" On commence par passer une teinte générale donnant 
le ton de pierre, et composée, si cette dernière est jaune, 
d'ocre jaune et de terre de Sienne brûlée. On la dégrade 
de baut en bas, on la tient donc plus intense \ la partie 
supérieure qu'à la partie inférieure. On a soin de ménager 
en blanc les filets de lumière sur les arêtes éclairées telles 
que ff. Ces Jilets se trouvent en baut et à gauche. 

^ On passe ensuite la teinte d'ébauche. — Elle 
est composée d'encre de Chine soit pure soit un peu violacée 
par de la laque carminée, et une pointe de bleu de cobalt. 
Cette teinte est placée sur tout ce qui est occupé par les 
ombres propres ou portées. On doit la passer d'un seul coup 
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et sans faire de réserves. Cette teinte assez peu intense doit 
posséder le ton que Ton veut attribuer dans les ombres aux 
parties les plus en reflet. Ces parties sont le dessous des 
talons G ou D ou bien encore la partie inférieure de la 
baguette F. Cette teinte d'ébaucbe est dégradée de haut 
en bas. 

3"" On fait tourner les moulures. — Le modèle des 
moulures se rendra soit à teintes plates soit à teintes fondues, 
mais en les considérant comme corps dépolis* Les parties 
les plus noires sont celles pour lesquelles les normales 
seraient dirigées vers le ciel et non vers le sol. Dans les 
dessins à petite échelle on fait ces teintes au tire-ligne. 

4'' On lave les surfaces planes. — Nous trouvons 
des surfaces planes en E, en H, en C et en A, sur la face 
antérieure de la console. On est fixé sur Tintensité de la 
teinte qui répond à c*es surfaces en regardant sur les mou- 
lures contiguës dont le lavis est fait et qui sont situées au 
même plan qu'elle^ les éléments de ces moulures pour 
lesquelles le plan tangent est parallèle aux plans que Ton 
veut laver. On placera donc sur ces plans les teintes vou- 
lues pour qu'il y ait concordance d'intensité. Ces teintes 
sont placées en réserve, c'est-à-dire en ménageant les filets 
de reflets sur les arêtes qui regardent le rayon aéro-terrestre. 

Nous trouvons ces filets en nn, mm\ qq' et sur la console 
xy et J/J5, c'est-à-dire en bas et à droite sur la face A de 
la console qui est en avancement sur le plan E, on passera 
une teinte légère qui la rendra plus noire et la fera avancer. 

S^ On fait les contre-ombres. — On passera une 
teinte de contre-ombre sur le cavet qui regarde le ciel et 
échappe aux rayons de reflets. • 

Cette teinte sera modelée si le cavet est grand, elle sera 
plate si le cavet est de petite dimension. 

Nous aurons également la contre-ombre portée par la con- 
sole A. Nous la tiendrons assez noire aux environs de cette 
console et nous la dégraderons rapidement de bas en haut 
et de droite à gauche. 

6"^ Les retouches. — Le lavis général une fois fini, il 
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est utile pour augmenter Teffet produit de revenir avec de 
la teinte de couleur ou avec de la teinte d'ombre sur certaines 
parties soit pour les faire tourner, soit pour les faire avancer 
ou reculer. On fait avancer les parties en lumière, en y 
plaçant quelques tons plus chauds, c'est-à-dire plus jaunes, 
ou plus rouges, et les parties dans Tombre en forçant et 
même en colorant au bistre les teintes d'ombre. On fait recu- 
ler les plans en y passant des teintes bleuâtres, ou neutres 
très-légères. 

On fait également avancer une partie de l'édifice, en la 
faisant davantage, c'est-à-dire en y plaçant plus de détails 
et rendant avec plus de recherche TefTet de ces détails, on 
la fait reculer en la laissant dans le vague, et comme dessin 
et comme lavis. 



QUESTIONS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

POSÉES AUX EXAMENS ORAUX DE l'ÉGOLE POLYTECHNIQUE 

(1878). 



Algèbre. 

— Démontrer que Tinégalité 

3 (i +a^ + a<) > (i 4- a 4- a^)^ 
a lieu pour toutes les valeurs de a. 

— Résoudre — = — > i. 

œ^ — 5a? + 4 

— Résoudre Va + y/ôT + Va — y/cT'^ B. 

— Résoudre x + y = a; x* -{■ y* = b*, 

— Trouver la somme 

\ I I . I I 

1.2 2.3 3.4 n(n -h i) • 

Limite de An pour n = 00 . 

— Résoudre l'inégalité 

(x^ — 5a? + 6) {y/x — 2 ) ^ 

I ^ o, 

a?^ + 4a? + 3 

— Volume maximum du cône de révolution dont la surface est constante. 

— Calculer la somme 

Sn sss I + 2^ + 3a?^ + . . . 4- wa?!» — i. 
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Géométrie. 



— La hauteur d'un triaugle rectangle inscrit dans une parabole et dont 
l'hypoténuse est perpendiculaire à l'axe de cette courbe est constante et 
égale à 2p. 



~ Construire 



'"^v'f 



— On donne trois droites a, & et u; cette dernière est prise pour unité: 

construire % s=s , ^ ^ . 

I 4- flft 

— Conditions pour que les hauteurs d'un tétraèdre se coupent au même 
point. 

-* Lieu des points également éloignés de trois droites qui se coupent au 
même point. ' 

— Dans .un trièdre, les plans qui passent par une arête et la bissectrice 
de la face opposée se coupent suivant une même droite. 

~ Dans un trièd^ê, les plans menés par les arêtes perpendiculairement 
aux faces opposées ^se. coupent suivant une même droite. 

— Par le centre de similitude de deux cercles, on mène une sécante qui 
coupe le premier^aftH^pcû^ À, le second au point B; les tangentes en ces 
points se coupent en un point dont on demande le lieu géométrique. 

— Construire un tringle connaissant les trois médianes. 

— Dans une ellipse, une tangente mobile Tr' rencontre en .T et T' les 
tangentes aux extrémités du grand axe. — Démontrer que AT X AT' est 
constante. ^ 

Trigonométrie. 

1 \/6 — ^2 

Un arc a pour sinus —, un autre ■ calculer le sinus de la 

2 4 
somme. 

-— Démontrer les formules : 

2 S = R (a cos A + 6 cos B + c cos C) 

8 S^ == a6c (a cos A + 6 cos B + ^ cos C) 
dans lesquelles les lettres ont les significations ordinaires. 

— Calculer la somme 

sin» a + sin» (a + Aj + sin^ (a-h 2 ^) + . . . + sin» (a + nA). 

— Vérifler la formule • 

tg 0? = cotg X — 2 cotg ^x ; 
en déduire une formule donnant la somme • 

tga? + _ tg tg 1- • • «H r- ^ "TT • 

2244 2» 2»» . j 

— Résoudre un triangle connaissant le périmètre et la hauteur. . 

— Dans un triangle on a : 

sin A _ 

— : — TT- = 2 cos C. 
sm B 

Quelle particularité présente le triangle? 

— Dans un triangle on a: 

tg B sin> B 



tg C sin' C • 

Quelle particularité présente le triangle? 
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sin X 

— Résoudre l'équation : . ,- ■ = m. 

^ sin (6 — x] 

— Trouver la somme 

cos' a -f cosM« + *) + •••• + ^^^ (* + *^^)* 

— Vraie valeur de x cotg x pour a? = o . 

— Résoudre un triangle connaissant les angles et le rayon du cercle 
inscrit. 

— Vraie valeur pour 0? = 45* de ^ fc^o, S^'i^) Cn^ ^^ , ,, 

I — tg a? '^ 

— Une fonction rationnelle de sin cp et de cos p peut toujours se mettre 

sous la forme P + Q cos cp 

P et Q étant des fonctions rationnelles de sin «p. Démontrer que cette 
décomposition n*est possible que d'une seule façon. 

— Calculer tg — -• a en fonction de tg a. 

4 



NOTE D'ALGEBRE 

Par M. Thnalf du Lycée de Lorient. 



Transformation d'un radical double en une somme de deux 
radicauœ simples. 

Résolvons le système 

, \/a+YT = /^ + /y 

Ajoutons et retranchons successivement ces deux équa- 
tions membre à membre, il vient 

2 -^ "" 

1 —X = yy 

Élevons les deux membres de ces deux égalités au carré, 
il vient ; 

2a +2/ a*— 6 a -\^Y a'^ — b 

! 1 = 0? ou 0? = ■ 

4 7. 
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2a — 2/ a*— 6 , a — V a^ — h 
= !/ ou î^ = -^ 

4 ^ 

Pour que V a? et V 1/ soient rationnels, il faut et il suffit, 
comme on sait, que o* — h soit carré parfait, alors 

V/7T7T = y/I+^ ^ sj '-^ - 



ECOLE NAVALE 



CONCOURS DE 1879 

Arithmétique et Géométrie. 

\ . La surface d'un cercle icr^ = 400 mètres carrés. Démontrer que pour 
obtenir r à un décimètre près, il suffît de remplacer ic par 3,i, valeur qui 

n'est pas inférieure de à la yraie valeur 3, 141 5... En effet, rinégalité 

f — r' — ao ( — ;= — , — ) < est satisfaite si Ton prend 

ic' — it < . On trouvera r = 11, 3 par défaut et Ton vérifiera que 

20 

3,1 X lii>3)^ diffère peu de 400. 

Nota. — Notis avons copié cet énoncé tel qu'il a été donné aux élèves, tout 

en étant fort surpris de voir que, dans une composition à une école,on donne 

aux candidats la solution en même temps que Vénoncé, — Nous ferons 

remarquer aussi qw 'R' étant inférieur à ic, et par suite t' étant supérieur 

à r, il i faudrait partout changer les signes. 

2. D'un point P, on mène une tangente à un cercle de rayon r, et on 
joint le point de contact M aux extrémités du diamètre parallèle à la tan- 
gente. Démontrer qu'on obtient ainsi deux cordes égales, équidistantes du 
point P, et que le cercle décrit du point P comme centre, avec le rayon 

PM 

R = , — , est tangent à ces deux cordes. Si le point P est placé de manière 

que R = 2r, les deux cercles sont tangents. 

Géométrie descriptive. 

Un point À est situé dans la partie antérieure du plan horizontal, à 
o<",o5 de la ligne de terre. Un second point B, placé dans le premier dièdre 
à la droite du point A, est distant de o'",02 du plan horizontal, de o",o3 du 
plan vertical, et de o",o4 du point A. On demande de construire les projec- 
tions du cercle dont le plan est perpen(jliculaire à la ligne BA, dont le 
centre est au point 6, et qui a o"',o3 de rayon. 
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Algèbre. 

— Etant donnée Téquatton du second degré 

Av^ 4- Ba?i/ H a?» + Daî + Ey4 F=o, 

la résoudre par rapport à y, et déterminer ensuite : 

y 

1* La limite c du rapport -^ quand x augmente indéfiniment; 

2« La limite de la diflièrence y -^cx pour cette même valeur infime de x. 

Trigonométrie. 

— On donne dans un triangle 

a = 2597",845 
b = 3o84",327 
c = 2i36",737 
Déterminer les trois angles et la surface. 



ÉCOLE SPECIALE MILITAIRE 



COMPOSITIONS DONNÉES EN 1878 AUX CANDIDATS QUI, EMPÊCHÉS A L'ÉPOQUE 
ORDINAIRE, N'ONT PU PRENDRE PART AUX COMPOSITIONS. 

Mathématiques. 

1. — Calculer les angles compris entre o et i8o* satisfaisant à Téquation 

5 sin* a? -j- 3 **>* ^ — 3 = o. 

% — On donne l'angle et le point À sur l'un des côtés, et Ton de- 
mande de trouver sur l'autre côté un point M tel que la distance ÀM soit 
moyenne proportionnelle entre OA et OM. Discussion sommaire. 

3. — On donne le triangle BAC rectangle en A et Ton demande de déter- 
miner sur BC un point M tel que, si Ton mène MN et MP respectivement 
perpendiculaires à AC et AB, et qu'on fasse tourner la figure autour de 
BC, le volume engendré par le rectangle ainsi formé soit égal à la somme 
des volumes engendrés par les triangles BMP et CMN. 

Épure. 

On donne deux sphères et 0' tangentes Tune et l'autre aux deux plans 
de projection dans le premier dièdre. La sphère a un rayon R =3 43 mil- 
limètres, la sphère 0' un rayon R' = 32 millimètres; la distance des 
centres 00' = 60 millimètres. Ceci posé, on demande : 

1* De construire les projections des deux sphères; 

2* De construire les projections de la courbe intersection des deux solides; 

3* De meneir un plan tangent commun aux deux sphères coupant la ver- 
ticale du centre de la sphère à 5o millimètres au-dessous du plan hori- 
zontal de projection. 
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EXAMENS ORAUX DE SAINT-CYR 1879 



^ Étant donné un demi-cercle ÀB, mener par le point A une corde AM 
telle que, si par le point M on mène une tangente qui coupe le diamètre 
prolongé en G, on ait AM ~ MG. 

— Dans un triangle équilatéral, on prend le milieu P de AB, et on pro- 
pose de trouver sur BG un point M tel que, en menant la droite PM et 
abaissant MK perpendiculaire sur AG, on ait PM = MK. 

— Dans un triangle, le point de concours des hauteurs est au quart de 
la hauteur AH, à partir de la base. Trouver une relation entre les angles 
B et G. 

— On donne un triangle ABG rectangle en A; mener par le point A une 
droite AX, extérieure au triangle, et telle que, en abaissant les perpendi- 
culaires BB', GG' sur AX, la somme des triangles ABB' , AGG' soit égale 
à une surface donnée K'. — Examiner le cas où cette surface est celle du 
triangle ABG. 

— Dans un triangle, on connaît b et c, et Ton sait que cos B + cos C 
= I. On demande de calculer a. 

— Ou éoiaaae deux paraiièles, on point P sur l'une d'elles, et un point Q 
ea dehors. Par le point Q, on demande de mener une droite QNM rencon- 
trant la parallèle PN en N et l'autre en M, de telle manière que MN = PN. 

•— On donne un cercle et un point P extérieur au cercle. On demande 
de trouver sur la circonférence un point M tel que, en joignant les points 
M, 0, P, l'angle en soit double de l'angle en P. 

— On donne deux droites parallèles XY et AB : sur la seconde, on prend 
les points A, B, G, tels que 2AB = BG. Trouver sur XY un point D d'où 
l'on voie les segments AB et BG sous le même angle. 

— Vraie valeur, pour a = 6, de l'expression 

.flm — 51» 

an — 6» 

— Rapport des volumes d'un trapèze qui tourne successivement autour 
de ses deux bases. 

— On donne deux droites parallèles AB, GD, et leur plus courte dis* 
tance BD. Sur le prolongement de cette plus courte distance, on prend un 
point P, et on demande de mener par le point P une sécante PMN ren- 
contrant GD en N et AB en M, de telle manière que MN soit la moyenne 
aiithmélique des lignes BM et DN. 

— Maximum de sin x -^ ^3 cos x, 

'— Gonstruire un triangle connaissant deux côtés et la bissectrice. 

— Inscrire dans un demi-cercle un rectangle de périmètre donné. 

-^ Dans un triangle on donne A, et l'on sait que la médiane AM est 
égale au produit des deux côtés b et c. Trouver les angles du triangle. 

sin 2x 

— Maximum de — -; — r-; — , quand x varie de o à oo». 

I + sin^ X ^ 

-* Par le milieu de l'hypoténuse d'un triangle rectangle, mener deux 
droites également inclinées sur l'hypoténuse, et telles que leur produit soit 
égal à la surface du triangle. 
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— On donne le triangle ABC, et le point 0, milieu de BG. On demande 
de mener la parallèle ED à BG, de façon que, en joignant le point au 
point D, le trapèze BEDO ait une surface donnée. 

— Dans un demi-cercle, on propose de mener ÀG de telle manière que, 
en menant le rayon OG, et la droite GD faisant avec OG un angle égal à 
AGO, et rencontrant le diamètre AB en D, on ait GD = l, 

— Valeurs qu'il faut attribuer à m et n pour que le trinôme ai^ 4- mx 
+ n soit dirisible par (x — a) (a? — 6). 

— Dans un secteur on donne Tangle au sommet, et les longueurs des 
cordes de deux arcs dans lesquels on partago l'arc du secteur. Trouver le 
rayon. 

— Minimum de sin^ a; + a cos x, 

— On donne le secteur OAB. On demande de mener une droite perpen- 
diculaire au rayon OA, rencontrant ce rayon en K, l'arc en M et le rayon 
OB prolongé en N, de façon que le produit 

KM . MN 

soit maxijnum. 

— Dans un trapèze on demande de prendre E sur le côté BG, de telle 
manière que, en menant la droite AE qui rencontre la base GD prolongée 
en F, le triangle AEB soit le tiers du triangle EGP. 

— Résoudre sin^ x -f sin* 2x = a. 

— Dans un triangle on donne les trois angles ; on mène la bissectrice et 
la médiane, et on demande de calculer l'angle de ces deux droites. 

— Résoudre tg* a? + 4 cos^ ar = w. 

— On a deux nombres différents terminés par 5; trouver la condition 
pour que leur produit soit terminé par 25. 

— Résoudre cos a? + cos y = i. 

X y 

cos \- cos — = m. [A suivre.) 

22 



CONCOURS ACADEMIQUES 1879 



ACADÉMIE DE GLERMONT 

Hathéxnatiq[ues élémentaires. 

— Par un point fixe d'une circonférence de rayon donné R, on mène 
deux cordes OA et OB dont la première est fixe et la seconde mobile. 
Etudier comment varie la longueur de la diagonale issue de du parallé- 
logramme construit sur OA et OB. Trouver les valeurs maxima et minima 
de cette diagonale ainsi que les positions correspondantes de OB. 



ACADÉMIE DE POITIERS 

Unseignement spécial. 

— Une lame BAG, rectangle en A, repose en équilibre par les côtés de 
l'angle droit, sur deux disques fixes de même épaisseur que la lame, placés 
avec elle dans le même plan vertical, et ayant leurs centres et Ô sur 
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une même horizontale. Si l'on suppose que, dans cette position d'équilibre, 
la verticale du centre de gravité de la surface ABC passe par le sommet 
de l'angle droit A et de plus que ce sommet est sur la ligne des centrés, 
on demande d'exprimer au moyen des côtés a et 6 du triangle : 1* le rapport 
des rayons R et K des disques ; 2* le rapport des segments AO, AO' de la 
ligne des centres ; 3" le rapport des charges supportées par les deux disques. 
Si l'on a 6 = o, 6o ; c = o,8o; R = 0,27, épaisseur o,o5 ; densité 
= 7, on calculera le poids de la lame, la distance MN des points de con- 
tact, et on construira exactement la figure relative à ces données à 
l'échelle de i/io. 



ACADÉMIE DE LYON 

Mathématiq^ies spéciales. 

On considère les coniques tangentes à deux droites rectangulaires OA, 
OB en deux points variables, et à une itroisième droite AB en un point C. 
On demande 1* le lieu géométrique du point de contact des tangentes à ces 
coniques menées par un point donné P. Construire ce lieu dans le cas où 
le point P se trouve au sommet du rectangle construit sur OA, OB; 2* quel 
est le lieu des foyers de ces coniques? Construire le lieu dans le cas parti- 
culier où C est au milieu de AB, et examiner ce que devient ce lien lorsque 
C étant au milieu de AB, on a OA = OB. 

Mathématiques élémentaires. 

On donne une circonférence 0' dont le centre est situé sur une circonfé- 
rence donnée. On mène une corde quelconque OB, et on joint l'extrémité 
A du diamètre O'OA au point B. On joint ensuite le point A à l'un des 
points d'intersection C des deux cercles; on détermine ainsi le point E, 
intersection de AC et de O'B, et par ce point E on mène une tangente EG 
au cercle 0. 

!<* Lieu géométrique du point M, intersection de cette tangente avec AB; 

S*" Démontrer que la droite BC passe par le second point D d'intersection 
des deux circonférences. 



Le Rédacteur-Gérant, 
J. BOURGET. 



IiaraiMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — A. CHAIX ET C'* 
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THÉORIE DES CENTRES 


DES MOYENNES HARMONIQUES 




(Sait*, voir page 


2Î5.) 

harmonique. 


Progression oa échelle 


i. Soit AF une droite divisée en parties égales aux points 


B, G, D, E; menons 


par un point S une 


parallèle à AP et 


coupons le faisceau 


S (p, A, B,... F) 


\ par une transversale 


"V// / 


1 quelconque pabcdef. 


/fl 


\ Chacun des points de 


//nK 


1 division à partir du 


/// M 


O second est conjugué 


// / / 


■M harmonique de p par 


// / / 


1 rapport au précédent 


/ / / / 




On a donc 


4- L + ^,_L.= ' 4--i,.^=-L-4-l-. 


po pa pc -^c po 


pd pd pc • pe 



etc.. 



. ou bien 



pa pb pb pc pc pd pd pe ' ' ' 
Les inverses des segments comptés à partir de p forment 
ainsi une progression arithmétique la division marquée par 
le faisceau sur la transversale est une progression ou échelle 
hartwmiqtie par rapport au point p. 

Construction d'une échelle harmonique. 

On donne une droite pX, et il s'agit de construire sur cette 

droite une échelle harmonique par rapport au pointp, échelle 
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dont ab soit le premier segment. Je mène par le point p deux 
droites arbitraires je prends sur l'une d'elles un point a; je 
joins KO, ab qui coupent la seconde droite en r et j. Je joins 
rb, puis s^ qui donne le troisième pointe de l'échelle; de 
même re donne le point y, et $•( le quatrième point d. Ainsi 




de suite. On voit en effet, en considérant le quadrilatère sbcr, 
que la transversale pa^y passe par le point de concours ^ des 
diagonales; donc p est conjugué de p par rapport îi a et 
y. Donc le faisceau r(p, a, b, c) est harmonique. 

On peut prolonger l'échelle vers la gauche en joignant 
S6, puis if' qui donne le point b', etc.. 

Four diviser une longueur donnée AD en un nombre 
donné de parties formant une échelle harmonique par 
rapport au point p, on déterminera d'abord sur une droite 
pS. une échelle arbitraire comme tout à l'heure; puis si 



Ton veut partager AD en trois parties par exemple, on 
joindra Aa, Dd qui se coupent en c; les rayons aft, ce cou- 
peront AD aux points cherchés 6, c. 

La construction que nous venons de donner d'après Pon- 
celet s'applique en perspective. Le problème général de la 
perspective consiste à représenter l'intersection par un 
plan, appelé plan du tableau, de tous les rayons menés de 
l'œil aux points d'une figure donnée. Les relations géomé- 
triques entre les parties de cette figure se transforment sur 
sa perspective, et la connaissance de ces transformations 
permet souvent de simplifier les constructions. Supposons 
qu'on veuille faire sur un plan la perspective d'une droite 
AF divisée en parties égales, l'œil étant en S; on devra 
mener le plan SAF, chercher son intersection avec le plan 
donné et marquer sur la droite ainsi obtenue pa6. ../"(fig. 3) 
les traces des rayons SA, SB ... ; on aura évidemment une 
échelle harmonique par rapport au point p oîi le plan du 
tableau est rencontré par la parallèle à la droite donnée ; 
ce point p, perspective du point à l'infini sur cette droite, 
est appelé 'point de fuite. 

Centre des moyennes harmoniques d'un système de points en 

ligne droite. 

S. Le centre des moyennes distances de n points en ligne 

droite a, 6, c... (rapportés à une origine quelconque o) est 

. . . , ,, oa -{- ob + oc -\- ... 
un point q tel que 1 on a ogf = — ^ : ■ . 

Sa position est indépendante de l'origine; car si l'on 

prend une autre origine o', on aura 

, , oa A- o'b 4- o'c 4^ . . . — n. od 

oq — .x)o = ' L__j 

^ n 

et, le terme — oo disparaissant des deux membres, il reste 

o'a -\- o'b -{- o'c -{■•.. . 

n 

Pour construire le centre des moyennes distances, on 

prendra d'abord le milieu œ de ab, puis le point y au tiers 

de la distance xc, le point z au quart de la distance yd, et 

ainsi de suite. 



<><= 



En effet, on a 



puis oy = ox -}- 



ox 
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oa -f- ob 



oc — ox 



= '^0X + 



oc 

1 



ou ow = 



oa -{- ob A- oc 
oy = !— T — ! , elc 




9 c u 



Théorème. — 

Si Von joint un point 
S at^ n points A, 
B, G. .. et à leur 
centre des moyennes 
distances Q, et si 
Von mène Sp pa- 
rallèle à la droite 
ABC. .., une trans- 
versale quelconque 
coupe le faisceau S 
(A, B, G... Q) en 
p, a, b, c...q et 
Von a toujours la 



relation 



n 



pa 



+ 



+ .-. 



I 

. -j 

pq pa ' pb pc 

q est le centre des moyennes harmoniques de p par rapport 

auxn points a, b, c... et Sq est Vaxe des moyennes harmo-- 

niques du rayon Sp par rapport aux rayons Sa, S6. . . 

Pour démontrer la relation précédente, considérons d'abord 

g une droite AB partagée au point 

V en deux segments tels que 

AV a 

lonait ..^ = — . 

Joignons SA, SV, SB, menons 
Sp parallèle à AB, puis une 
transversale pavb ; on aura 

pv pa pb ' 

Â '^ ^8 En effet les triangles sembla- 

bles déterminés par la parallèle avb' à AB donnent 




et 





- 
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av àv 


vb 


, — 


pa ps 
vb a 


pb 


ps ps 
a vb 

P pb 


On conclut de là 


av 
pa 


L bien p 


va 
pa 


, vb 
+ a —7- = o 
pb 



Cette égalité devient, en prenant le point p pour origine 
des quatre segments 

p{pa — pv) . aipb — pv) 

pa pb 

OU bien !— î— = r- (4) 

pv pa pb 

L'équation fondamentale du rapport harmonique est un 

cas particulier de celle-ci; il suffit de faire a = p = i. 

Si AV est la m® partie de AB, on a 

m m — I I 

+ 



pv pa pb 

Gela posé, je reviens à la figure 5 et je considère les points 
a?, j/, js. . . ^ où la transversale coupe les rayons SX, SY, 
SZ... SQ menés aux points qui servent à construire de 
proche en proche le centre des moyennes distances Q de 
A, S, G. . . 



On aura successivement 

2 



+ 



px pa pb 

3 2.1 

puis = , 

PU p^ po 

(puisque XV = -4- XC), 

V 3 1,1,1 

ou bien = ; , 

py pa pb pc 

— = — + -^ = — + 4- + — + -^, etc. 
pz py pa pa pb pc pd 

et enfin -^ = -i- -L JL, + J— + . . . (5) 

pq pa pb pc 
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» 

On peut énoncer le théorème réciproque : Étant donné 
sur une transversale nn point q tel que Von ait 

" ' +4-+.... 



pg pa pb 

si on forme le faisceau S (p, a, b, . . . q) et si on le coupe 
par une parallèle à Sp, la droite Sq passera par le centre 
des moyennes distances des points A, B, G ... Mais cela 
n'a lieu que pour une parallèle à Sp, et non pour une 
parallèle à un rayon quelconque, comme dans le cas du 
faisceau harmonique de quatre rayons. 

Transformation de la relation (5). 

Cette relation qui est projective, d'après ce qui précède, 
peut s'écrire 

\pa pq J^ \pb pq J \pc pq J ' 

ou bien 

pq — pa pq — pb pq — pc 

I — lÂ — :::: — » — zz — r:: — h • • • — o> 



pa . pq pb . pq pc . pq 

et, en multipliant par pq et changeant tous les signes 

<?« +A4.JL+ . . .=o (6) 



pa pb pc 

Cette forme se prête à une autre démonstration de 
la propriété projective du centre des moyennes harmoni- 
ques. Il s'agit de faire voir que si l'on coupe le faisceau 
S (p, a, 6, ... 9) par une autre transversale pàb\.. o 

aura encore -V; — — i-- — l . . . = o. 

pa pb 

^ qa sin qSa qa sin q'Sa 

Sa sin aqS ' Sa sin àq'S * 

, J. . X 9^ ^^ sin aqS 

et en divisant, -^ — : 1, , = — : ^ — . 

Sa Sa sm aqS 

pa ^ pa' sin a'p'S 

Sa ' Sa' sin apS 

qa ^ qa sin aqS sin a'p'S 

pa ' pa' sin aqS ' sin apS 



De même 



et par suite 



Le second membre de cette égalité reste invariable quand 



— 263 — 

on remplace les points o, o! par 6, 6', par c, c , etc. Car, en 
abaissant les perpendiculaires SA, Sft' sur les deux trans- 
versales, on a sin oVS = ^-= — , sin ooS = -pr- » etc., et 

Sç ^ Sgr 

le quotient des rapports des sinus devient 

^K , Sy SA^ . Sp _ Sg . Sp _ *_> 

SA . Sç •■ SA . Sp ~ Sî' . Sp ~ ^^""^^ "" ^• 
On a donc 

3^-\A^ J!L-\JÏ^ etc 
pa p a po p 

Si la somme des premiers rapports est nulle, il en est de 

même de la somme des seconds, c. q. /*. d, 

(A suivre,) 



SOMMATION DIRECTE ET ELEMENTAIRE 

DES CARRÉS, 
DES CUBES, DES QUATRIÈMES ET DES CINQUIÈMES PUISSANCES DES 

U PREMIERS NOMBRES ENTIERS 
AINSI QUE DES U PREMIERS NOMBRES IMPAIRS 

Par CSeorg^es IKistor. 

(Suite, voir page 239.) 



y. — Somme des quatrièmes puissances des n premiers 

NOMBRES ENTIERS. 

Puisque n{n + (^n -}- = (2*1*+ 3n-|- lyj'^i • 
nous avons 

n{n + i) (2n + (3»* + 3n — i) = 6n* + i5?i* 

-j- ion* — n. 
Posons 

n{n -\- i) (2n + i) (3n* + 3n — 1) 



(5) Ch = 



3o 
6n* + i5n* -f- ion' — n 

3S~ " 
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nous aurons, en remplaçant n par n — i, 

6n* — i5n* + *ow' — ** 

3o 
puis, en retranchant de (S) 

^ ^ i5n* + i5n* 

Ln — " tin — 1 = — — — — — 

3o 

OU n* = On — Cn — |. 

Dans cette identité , donnons à n successivement les 
valeurs i, 2, 3, . . ., (n — i), n; 

nous obtiendrons la suite des égalités 

I* = c„ 

2» = C, — Cl 
3* = G, - C\ 



(n— i)* = C„_4 — Gn-.2. 
n* == Gn — Cn - -I. 

Ajoutant membre à membre et supprimant, dans le second 
membre de l'égalité résultante, les termes égaux et de 
signes contraires, qui s'entre-dé truisent, on trouve que 

I* + 2* + 3* + ... + (n — i)* + n* — 0* , 
ou, en vertu de la notation (5), 

Sn* = M^ + 0(^^ + 0(3y^' + 3n — 1) ^^j^^ 

3o 
Telle est la formule, qui donne la somme des quatrièmes 
puissances des n premiers nombres entiers. 

Corollaire I. — Le second membre pouvant s'écrire 
n(n -f- i)(2n -j- i) 3n* -^ 3n — i 

6 ' 5 ' 

on a, en vertu de la formule (I), 

Sn* = Tn*. -i— (IX) 

Corollaire II. — Si le dernier nombre n est un multiple 
de 5 plus I ou un multiple de 5 plus 3, le trinôme 3n' 
-f- 3» — I sera exactement divisible par 5. Donc 

La somme des quatrièmes puissances des n premiers nombres 
entiers est exactement divisible par la somme des carrés de ces 
m4m^s nombresy chaque fois que le nombre n est un multiple de 
5, plus I, ou un multiple de 5, plus 3. 
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YI. — Somme des quatrièmes puissances des n premiers 

NOMBRES impairs. 

Le dernier de ces n nombres impairs étant m — i, cher- 
chons d* abord la somme des quatrièmes puissances des 2n — i 
premiers nombres entiers. Cette somme s'obtient, en rem- 
plaçant n par 2n — i dans la formule (VIII). Elle est par 

suite 

„, ,. n(2n — i)(4n — i)(i2n* — 6n — i) 

S(2n — i)* = — ^ ^--^ ^ ^ 

i5 

De cette somme retranchons la somme des quatrièmes 

puissances des n — 1 premiers nombres pairs 

2[i, 2, 3,..., (n — 2), (n — i)], 

qui est 2*[i*' + 2* + 3* + .. . + (n — i)*], 

ou 

,„, ,. 8n(n — i)(2n — i)(3n* — 3n — i) 

2*S(n — i)* = i ^^ ^ ^ . 

i5 

La somme S4 des quatrièmes puissances des n premiers 

nombres impairs sera donc 

S, = S(2n — i)» — 2*S(n — i)* 

^ n(2n —Or x/ • r \ 

= — i ■= ^ (4n — i)(i2n» — 6n — 1) 

— (8n — 8)(3n> — 3n — i)l 

S, = n(4n'-i)(i2n>-7) ^x) 

i5 
expression, que Ton peut encore mettre sous la forme 
c — (2n — i) 2n ( 2n -f- (i2n* — 7) 

VII. — Somme des cinquièmes puissances des n premiers 

NOMBRES entiers. 

Posons D,^ «Mn + i)'(^n' + 2«-i) 

12 

Nous aurons, en remplaçant n par n — i, 

Dn - 1 = (n — i)* n* (2n« — 211—1); 
puis, en prenant la différence, 



D„ — D„ _ , = [{n" -t- 2M + i) (2n» + an— i) 

_(„._,„+ ,)(2„>_»„_ ,)] (-) 

Le fadeur entre crochets peut s'écrire 

[("■ + + ™l [(2»" — 2) + 2"! 
- [(n- - I) - 2n] [(2»- - .) - 2n), 
OU (n' + i) [{an' — i) -|- 2n — (2n' — ') "fy ^n] 
-\- 2n[{2n* — l) -f- 271 + (2M* — i) — 2n] 
= (n* +■ 1)411+ 2n(4n* — 2) 
= 471' -|- 4»! -|- 8 n' — 411 = i2n'. 
Il vient par suite, en substituant dans (7), 

Db — Dft _ , = n«. 
Dans celte identité remplaçons n successivement par les 
n premiers nombrfts entiers. 

i, 2. 3 (» - 1). «; 

nous aurons la suite des égalités 
i« = D„ 
2' = D. — D., 
3» = D, — D„ 



{«- ,)'=D„_,-D„_„ 
n'= D„— D«_,. 
Ajoutons toutes ces égalités membres à membres et fai- 
sons les réduclious évidentes dans le second membre résul- 
tant; nous trouvons ainsi que 

,. + 2' + 3'+ . . , +(»-■)■ + »■ =D., 
OU, en ayant égard à la notation (6), 

Corollaire I. — En vertu de la formule (V), nous avons 

4 
Par suite nous pouvons écrire 

2w' = In'. 2»' + 2» — 1 ^^^^^ 

Corollaire II. — Si le nombre » égale un multiple de 3 
plus 1 , le trinôme 2n* -|- 2» — i sera divisible par 3. Donc 
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la somme des cinquièmes puissances des n premiers nombres en- 
tiers est divisible par la somme des cubes de ces mêmes nombres, 
chaqtie fois que le nombre n est un multiple de 3, plus i. 

Corollaire III. — A trois fois lln^ ajoutons 2n'; nous 
aurons 

3Sn« + 2n3 = ^' ^^ + ')' ("^' + 2n ^ i) 

4 

4 4 

ou 

3Sn* + Sn» = ^ ' .2n (n + i) = ^ — '^ ^ 

4 2 

Or on sait que n (n + i) = 22n. 

Donc il vient 

4(Sn)» = 3Sn» + Sn«. (XIII) 

Ainsi le quadruple cube de la somme des n premiers nombres 
entiers est égal à la triple somme des cinquièmes puissances de ces 
n nombres, augmentée de la somme des cubes des mêmes nombres. 

YIII. — Somme des cinquièmes puissances des n premiers 

NOMBRES impairs. 

La somme de cinquièmes puissances des 2n — i premiers 

nombres entiers s'obtient en mettant 2n — i à la place de n 

dans la formule (XI), et se trouve être 

^ / X. (2n — i)W(8w« — An — i) 

S (2n — i)« = -i ' — i-- ^ ^. 

3 

La somme des cinquièmes puissances des n — i nombres 

pairs, moindres que 2n — i est 

^_,, ,- 8 (n — i)»n«(2n« — 2n — i) 

2*S(n — i)5 = — ^ • — ^ i- 

3 

Retranchant, on trouve que la somme Sj des cinquièmes 

puissances des n premiers nombres impairs est 

85 = -^ [(2n — i)* (8n« _ 4n — i) — 8 (n — i)« 

(2W* — 2n — i) 
ou S, = -|- n» (i6n* — 2on« + 7Y (XIV) 
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NOTE SUR LE TRIANGLE 

Traduit de l'anglais de l'ouvrage A Treatise on some new geometricàl melhods^ 
Par flânes Booth, membre de la Société Royale de Londres. 

(Suite , voir page 233.) 



22. Trois fois la somme des carrés des distances des centres 
des quatre cercles de contact au centre du cercle circonscrit, 
donne un résultat égal à quatre fois la somme des carrés des 
côtés augmenté de quatre fois le carré de la distance de ïortho- 
centre au centre du cercle circonscrit. 

Nous avons vu (form. 47) que Ton avait 

D* + D'« + D''« + W^ = 1 2R« 
et aussi (form. 60) 

0H« = gR'» — (a« + 6» + c«). 
En remplaçant R* par sa valeur tirée de cette équation, 
on retrouve évidemment 

3(D* + D'« + D"« + D'"* = 4(a« + 6» + c«) + 40H« 

(67) 

23. La somme des carrés des côtés, augmentée de la somme 
des carrés des rayons des quatre cercles de contact^ est égale à 
seize fois le carré du rayon du cercle circonscrit. 

On a (form. 6) 

(a -f 6 -f c)* = 4P* = 4(ry + rr'" + r^'r'") 
et (form. 11) 

l)c + ca + ah = rV + r'Y' + r"r + r (4R + r) 
Mais 4R 4- r = r + r" + r"\ 

Donc, en retranchant de la première le double de la se- , 
conde, on trouve 

a* + 6* + c* = 2(rY + i^'r'" + r"'r) — 2r(r + r" + ?-"') 
et comme 4R = r -j- r" -j- r'" — r, on a , en élevant au 
carré et retranchant la précédente 

16R* = r* + r» + ?'"» + r'"^ + a^ -f &« + c« 

(68) 
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34. La somme des carrés des côtés d'un triangle est égale à 
douze fois le carré du rayon du cercle circonscrit diminué de 
quatre fois la somme des carrés des perpendiculaires abaissées du 
centre sur les côtés. 

Car o« + 6* + c« = 4R«(sin«A + siii«B + siii*G), 
donc a* + 6» + c« = 1 2R> — 4R«(cos>A + cos«B + cos*G) 
ou a* + 6« + c« = i2R« — 4(g'» + g"* + g"^) (69) 

2S. Dans tout triangle on a, en conservant aux lettres leur 
signification habituelle : 

Puisque Ton a — 77 = — ^ ^, le premier facteur 

devient .^^L=J^ + '' + ^^^ 



pr 
Mais on a (form. 12) 

2p« _ (a« + 6« + c«) = 2r(4R + r). 

et on sait aussi que r' + ^'" + ^" = 4R -{-r^eia-j-b-}- c 
= 2p. 
En substituant ces valeurs, on trouve la formule indiquée. 

26. Délei^ner une expression pour Hw, distance entre les 
centres des cercles inscrits dans le triangle donné et dans le triangle 
orihocentrique. 

Ces centres et le sommet A du triangle primitif forment 

les sommets d'un triangle dont les côtés sont 

A 
r coséc — , 2R cos A, Hw, 
2 

et l'angle au sommet — (G — B), 

. 4Rr cos A cos — -(G — B) 

H(o« = 4R«cos*A + r"coséc» 



2 sin A 

2 



(71) 



Mais 
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cos — (C - B) , . 



A a 

sm 

2 



6* + c* — a* 
et cos A = 



2bc 

En substituant ces valeurs dans l'équation primitive, on 
trouve (*) 
H<o« = 4R* — 8Rr + ab + ac + bc — (a» + 6* + c*) , 

(72) 
Mais on sait, d'après les équations (11) et (12), que Ton a 
bc -{- ab -\' eu: = p* + r" + 4Rr 
et ' a» + *• + c* = 2p« — 2p« — 8Rr. 

Donc H<o* = 4Rr + 4R« + Sr^ —p» (73) 

Si Û, Û', Û" désignent les centres des cercles ex-ins- 
crits, on trouvera de même, en faisant les modifications 
nécessaires, les expressions suivantes : 
Hû* =4R* +8Rr +6c — ac— 06— (a>+*«+c«) ) 
Hû'* = 4R» + 8Rr" — 6c + ac--a6 - (a«-f6«-|-c«) [ (74) 

Hû"« = 4R» + 8Rr'" —bc — ac-\'ab — {a*4'^^+ c') ) 

En ajoutant ces expressions à Tégalité (72), et remarquant 
que r' + /' + /' — r = 4R, on trouve 
Ha)« + Hû» + Hû'* + Hû"* = 48R* — 4(a2 + 6* + c*) 

(7S) 
Soient AH, BH, GH les distances de Torthocentre aux 
sommets du triangle; on a 
AH« = 4R« — a« ; BH» = 4R« — b^ ; CH« = 4R« — c\ 

(*) Pour faire cette réduction, il faut écrire d'abord le second membre 
de l'équation (71) sous la forme suivante : 

C — B 
cos . 

4R^ — 4R*(i — cos^ A) + r^ coséc* 4Rr . -^ cos A 

sin — 
2 

puis remarquer que Ton a 

. ,* 4^* * i , A. bclp — a) 
I — cos2A = sin*A=-^, r^coséc^ — = — i^- i- , 

6» 4- c^ — a^ (6 4. c)2 — a» — 26c 

et enfin remplacer r par 



2bc bc 

On arrivera alors à Téquation (72). 

[Note du Traducteur.) 



\ 
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Bouc, en substituant, on a 

Ha>» + Hû» + Hû» + Rù^ = 4(AH« + BH» + GH« 

(76) 
Puisque Ton a (form. 60) 

0H« = 9R« — (a« + 6* + c*) 
et (form. 47) 

D« + D'à -f. D"* + D"'« = I2R*. 

On en déduit 

H(o« 4- Hû« + Hû» + Hû"» = D» + D'« + D"* + B"^ 

+ 40H« (77) 

Donc : la somme des carrés des distances de Vorthocentre 

aux quatre centres des cercles de contact est égale à la somme 

des carrés des distances du centre du cercle circonscrit aux 

quatre centres des cercles de contact, augmentée de quatre fois le 

carré de la distance du centre du cercle circonscrit à Vorthocentre. 

27. On abaisse d*un sommet' dun triangle une perpendiculaire 
sur le côté opposé ; on mène la bissectrice de V angle du triangle 
jusqu'à la rencontre avec la base, et on inscrit un cercle dans ce 
triangle. Les distances du milieu de la base au pied de la hau- 
teur, au point de contact du cercle inscrit et au pied de la bissec- 
trice sont en progression géométrique. 

Car il est facile de voir que ces distances sont respecti- 
ez — 6* c — b a c — b 

vement , , ; — r-. 

2a 2 2 c + 

Lorsque Ton prend les cercles inscrits et ex-inscrits à un 
triangle, chaque côté a, par exemple, est touché en quatre 
points, deux à l'intérieur de l'angle A, et deux à l'exté- 
rieur. Le cercle inscrit et le cercle ex-inscrit qui touchent a à 
l'intérieur de l'angle sont de part et d'autre de ce côté, et la dis- 
tance de leurs points de contact est c — 6 ; donc chacun d'eux 

est à une distance — (c — 6) du milieu M de a. Les deux 

2 

autres cercles touchent le côté a d'un même côté en deux 
points L et N, extérieurs à l'angle A, et distants des points 
B et G de la quantité p — a ; donc leur distance est 2(p — a) 
-f- a = 6 -]- c; et la distance de l'un de ces points au 

milieu de a est — {b -{- c). 
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28. Relations entre les médianes a, p, y, et les côtés a, b, c 
(f wn triangle. 

On a, par un théorème bien connu 

26* + 2C" — a* = 4a*. 
En prenant les relations analogues pour p* et y*, on a, en 
ajoutant 4(a« + P» + y») = 3(a* + 6« + c*) (78) 

Faisons le carré de la première, et des formules analogues, 
et ajoutons, il vient 

i6(a* + P* + ï*) = 9(a* + 6* + c*) (79) 

Enfin, faisons le carr$ de l'égalité (78) et retranchons- en 
l'égalité (79), il vient 

i6(a«p« + pV + rV) = 9(a*6* + 6*c» + c»a«). (80) 

29. Si par les points de contact A! B' G' du cercle inscrit dans 
un triangle donné, on mène à chaque côté une perpendiculaire 
rencontrant la médiane correspondante aux points 1, m, n, on a 



A'I • B'm ' Gn r ' 

La distance du milieu de la base au pied de la hauteur 

issue du point A est ; la distance de ce même 

2a 

c — 6 
milieu au point de contact est ; et ces distances 

sont proportionnelles à h et Â7. On a donc 

A7 a 

h c + /) ' 

A7 ah 2A 

Par conséquent, en prenant les autres formules analogues 
et ajoutant, on a 

_L » ^ ^ _i_ - 4P _ 2 



+ -^^ + -nrr = -TT- = -T- (81) 



Ml ' B'm • Gn 2A 

30. Déterminer la distance entre le centre de gravité K et le 
centre w du cercle inscrit, 
Gonsidérons le triangle dont les sommets sont A, K, <o. 

r 2Qt 

Les côtés de ce triangle sont wK, — , et 

sin 

2 

étant la médiane issue du point A. 
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Soit ô l'angle que fait la médiane a avec le côté c , par 
exemple. 

Alors , comme la médiane divise en deux parties égales 
le triangle ABC, on a 

c sin ô = 6 sin (A — 6), ou, puisque 2a = ^ + ^ CQS A 

cos ô ' 

. . 6 sin A ^ c 4- 6 cos A 

sin e = , et cos 6 = — ^ ^ (82) 

soit e l'angle que fait la médiane a avec la bissectrice de 
Tangle A; on a 

e = (— A — ôV et 2a cos e = (6 + c) cos — . 
Donc 

QÎT12 ^ 9 3 . A 

2 2 

bc 4- ab 4- ac a^ 4- 6« 4, c» 

. Mais nous avons trouvé (form. 11 et 12) 

2pi — 2r* — 8Rr = a* + 6* + cS 

2p« + 2r2 + 8Rr = 2(60 + aô + ac). 
Donc ' ^ 

^ bc 4- ab 4- ac a* + 6» + c* 

Substituant cette valeur dans Fexpression précédente^ on 
trouve 

5_ 

36 

(8S) 



"^^^ = -^T (^' + ^' + c«)- 4- (6c + oc + ab) + r» 



* Pour obtenir ces transformations, on remarque que l'on a 



r 



sin — 
2 

On a par suite 



-v^ 



bc[p — o) 



^, ^ 6c[p - g) ,J_ . _ 4_, /6c(p - a) ,. ^ „, _ A 



+ f »' - T\/ '"^~'" ' (» + ") -^O" 4. et 



en remplaçant 4a» par sa valeur (t. n» 28, la formule qui précède 78), on a 
tùK^= bc - -~ + ~ (26^ + 2c» - a^) - -|- (ô + c) (ô +c - a) 
Si l'on remplace abc par 4pRr, on a la formule (83). 

JOURNAL DB MATH. 1879. Ig 
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De même , en faisant les substitutions nécessaires , on 
trouvera 

ÛK»= A.(a» + 6« + c»)+ ^(ca + a6 — éc)+r'» 

Û'K» = -^(o» + 6» + c») + -^(a6 + 6c— oc) + r^ \ (86) 

3o o 

En ajoutant ces expressions, on trouve 

-j- r« + r « + r'* + r"'* (87) 

Mais nous avons vu (form. 68) que 

r« + r'« + r'* + r"'« = i6R« — (o« + 6* + c»). 
Donc, en éliminant les rayons, on trouve 

cûK« + ÛK« + Û'K» + û"K» = i6R« — (o* + 6* + c«) 

^ («8) 

31. Trouver une expression pour la distance du centre de gra- 
vité au centre du cercle circonscrit. 

Prenons le triangle dont les sommets sont 0, K et le mi- 
lieu de la base ; les côtés de ce triangle sont OK, R cos A, 

-r-, et le cosinus de Tangle opposé à OK est — . Donc 

3 oc 

on a 

OK» = — + R« cos» A 1- aRcos A . — (89) 

9 ' 3 a ^ ' 

En remplaçant a» par sa valeur, et cos» A par i — sin» A, 

puis 2RA par 6c, et enfin cos A par sa valeur, on trouve 

OK. = R. - ^°' + ^' + ''^ (90) 

9 
En comparant avec la valeur de OH trouvée précédem- 
ment (form. 60), on trouve le résultat connu 

OH = 30K (91) 

(A suivre.) 
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NOTE SUR LA SOUSTRACTION DES FRACTIONS 

Par M. Maurice d*OemgwM, 



On peut souvent, en arithmétique, à Taide de petits arti- 
fices, apparemment de peu d'importance, apporter de notables 
simplifications dans les calculs. En voici un exemple assez 
curieux: 

Soit à effectuer la soustraction de deux fractions ayant 
des termes assez considérables, mais tels que la différence 
des termes de chacune des fractions soit relativement petite. 
On obtient le dénominateur par la règle connue. Quant au 
numérateur, si on veut l'obtenir par la règle ordinaire on 
sera conduit à des calculs longs et pénibles, car on aura 
à multiplier le numérateur de chaque fraction par le déno- 
minateur de l'autre, nombres assez grands par hypothèse. 

o c 

Mais soient -r— et -^, les fractions considérées ; on a pour 

a 

la différence : A =—7 r = r^ 

a bd 

ajoutons et retranchons ac au numérateur, il vient: 

ad — ac — bc -}- ac __ o(d — c) — c{b — a) 

'Id ~" bd 

d'oh la règle: Étant proposé de soustraire une fraction d'une 
autre fraction, pour trouver le numérateur du reste, on multi- 
pliera le numérateur de la première fraction par la différence 
des deux termes de la seconde; le numérateur de la seconde, par 
la différence des deux termes de la première, et la différence de 
ces deux produits sera le numérateur cherché. 

Les calculs sont ainsi notablement simplifiés : car, par 
hypothèse, les différences d — c et 6 — a sont peu consi- 
dérables. L'énoncé de cette règle a été donné par M. Bardel 
dans les Comptes rendus (t. I, 1835, p. 44). 

Dans le cas particulier ou les deux fractions sont telles 
que les différences 6 — a, d — c soient toutes deux égales 
à l'unité, on est conduit à ce théorème assez remarquable : 
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Dans la soustraction de deux fractions, telles que chaque 
dénominateur surpasse le numérateur correspondant iune unité, 
le numérateur de la différence est égal à la différence des numé- 
rateurs. 



ECOLE SPECIALE MILITAIRE 



Examens oraux 1879. 

Étant donnée une demi-circonférence dont AB est le diamètre, on mène 
le rayon OC perpendiculaire à AB et par le point A une corde AMN qui 
rencontre la circonférence en M et la droite AG en N ; on demande de 
déterminer AMN de façon que Ton ait : 

!• AM = MN; 2» AM = NO. 

— On donne un quadrant OAB; on mène la droite MN perpendiculaire 
à OA, aux deux tiers de OA à partir de 0. Trouver le rapport des deux 
surfaces dans lesquelles MN partage le quadrant. 

— Résoudre l'équation sin 2a? = 3 cos 3>x. 

— Inscrire dans un cercle un triangle isocèle connaissant la somme de 
la base et de la hauteur. 

— Résoudre l'équation tg(a? + a) = 2 tg(a? — a) 

— Si N est pair, N(N^ — 4) est divisible par 48. 

— Calculer à un millième près le rapport des deux surfaces dans les- 
quelles la corde du quadrant divise la surface d'un cercle. 

— On donne un demi-cercle; on le divise en trois arcs dont les deux 
premiers sont égaux; on connaît les cordes, et on demande le rayon. 

— Condition de divisibilité de as" + a" par x^ -h a^ 

— On a l'équation sja -{■ x ■\' \Ja — x = V&7 

dans laquelle les signes sont mis en évidence. La résoudre et vériGer les 
racines. 

— Dans un carré, on sait que la somme du côté et de la diagonale est de 
100 mètres; calculer le côté à un centimètre près. 

a' 62 

— Résoudre l'équation ^-r r- + — r nr = i . 

— On a le nombre 3,i25; on veut savoir par quel nombre il suffit de 
le multiplier pour que le produit soit entier. 

— Le rayon d'un cercle est So"". Calculer la surface à un décimètre carré 
près. 

— Un mobile partant d'un point A d'une circonférence, parcourt la cir- 
conlérence en 12 heures; un autre partant du même point la parcourt en sens 
contraire en i3 heures. Au bout de combien de temps leur distance sera- 
t-elle de i2p»? 

— On donne un triangle ABC. Trouver sur AB un point M tel que si Ton 
mène la transversale MN, parallèle à BC, la ligne MN soit moyenne propor* 
tionnelle entre MA et MB. 
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— Si Ton veut trouver tg — en fonctions de cos a, combien trouvera- 

4 

t-on de solutions? Former l'équation qui donnera tg — — en fonctions de 

4 
cos a. 

— Résoudre l'équation cos 20? 4* ^ sin a? = m. 

— Résoudre — r- -\ -— = n + i. 

Démontrer que les racines sont toujours réelles. 

— Calculer à 0,001 l'expression V^ + V^'^- \!^ 

— Expliquer pourquoi on ne trouve qu'une valeur pour la tangente de la 
somme des deux arcs en fonction des tangentes de ces deux arcs, tandis 
qu'on trouve deux valeurs pour le cosinus de la somme en fonction des 
cosinus des deux arcs. 

— On donne une demi-circonférence et une perpendiculaire CD au dia- 
mètre AB, extérieure à la circonférence. On demande de trouver sur la 
courbe un point M qui soit également distant du point A et de la droite CD. 

— On a deux fractions dont les dénominateurs sont premiers entre eux; 
démontrer que si les deux fractions sont irréductibles, leur somme est 
irréductible. 

— On donne un triangle ABC ; on inscrit un carré MNPO dans ce triangle, 
en appuyant la base sur BC ; puis un carré dans le triangle AMN, et ainsi 
de suite. Trouver la limite xle la somme de tous ces carrés. 

— Reste de la division d'un nombre par 99. 

— Calculer à 0,01 l'expression 

(v/?4-v^+v/^)^ 

— On donne deux parallèles AD, BG, et un point P sur leur plus courte 
distance AB. Mener par le point P la droite PCD, qui rencontre BC en 
C et AD en D, de telle manière que CD soit moyen proportionnel entre 
AD et BC. 

— Combien trouvera-t on de valeurs pour sin 4a en fonction de sin aî 

— On donne un triangle ABC. Trouver sur AB un point M tel que si 
l'on mène la transversale MN parallèle à BC, puis NP parallèle à AB, le 
parallélogramme inscrit BMNP ait une surface donnée. 

— On donne une demi-circonférence AB; on mène un rayon OM, incliné 
de 60° sur OB, qui rencontre en T la tangente BT. On demande de trouver 
la surface du triangle mixtiligne BMT. 

— Dans le problème précédent, on suppose l'angle on égal à a; calculer 
le rayon du cercle inscrit dans le triangle mixtiligne BMT. 

— Calculer à 0,01 l'expression 



l 



3 + 4^ 



3 — v/5 * 

— Le diamètre apparent du soleil est de Z^' Calculer la distance de la 
terre au soleil en prenant pour unité le rayon du soleil. 

A A A^ 

— Si -^5" est irréductible, la somme -^ — |- r^r- ne peut pas être un 

nombre entier. — Examiner ce qui arriverait pour la somme des termes 
d'une progression géométrique décroissant indéfiniment, dont le premier 

terme serait -— -, et la raison — —, 



— 278 — 

— On donne une demi-circonférence AB ; on mène une corde AC faisant 
rangle x avec le diamètre AB, et le rayon OD parallèle à AC. Déterminer 
l'angle x de façon que le trapèze ACDO ait un périmètre maximum. 

— L'angle MAN est droit ; déterminer la sécante MPN, passant par un 
point P donné, de façon que la surface MAN soit donnée. Même question 
si Tangle A a une valeur donnée a, moindre que go». 

— Deux nombres différents sont terminés par 6; quelle est la condition 
pour que leur produit soit terminé par 36. 

— Résoudre le système; a?* + î/^ = vn^ 

(aj2 - a2) [^ — &^) = o'ô» 

— Reste de la division par 9 de 43^. 

— Les deux progressions: 

i: 1,01 : (1,01)*: (i,oi)3 

*o. 0,01. 0,02. o,o3 

définissent un système de logarithmes. Trouver la base de ce système. 

— On donne une demi-circonférence et un point M sur le diamètre AB; 
AM = d; on mène MF perpendiculaire à AB; mener par le point A une 
sécante telle que la portion comprise entre MP et la circonférence soit égale 

à L 

— Calculer à 0,001 Texpression^ 

\V2 + V8 / 

— On donne un angle yox, et un point P à l'intérieur. Mener par le 
point P deux droites rectangulaires rencontrant Ox en M et Oy en N, et 
telles que PM = PN. On prendra l'angle OPM comme inconnu. 

— Dans un quadrilatère inscrit on donne les quatre côtés; on prolonge 
deux côtés opposés; trouver les longueurs des lignes ainsi prolongées. 

— Résoudre l'équation 

x^ — j\x sin« + 3 cosa = 0. 

— Calculer à 0,001 près l'expression 

I 

v/r-1- v/3~+ s/ 8 

— On connaît sina? = 0,754. Calculer avec toute l'approximation possible 
tg X,— Si l'on avait une table de logarithmes, comment trouverait-on une 
limite de l'erreur commise dans le calcul de l'angle. 

— On a un rectangle ABCD. Trouver sur le côté CD un point M tel que 

AM^ =K^ 
CIVl^ + DM2 

— Éliminer x entre sin a? -f- cos a: = m 

sin* X -f cos^ a; = n 

— Combien de valeurs peut avoir cos — en fonction de sina? 

4 

— On a un cercle et un point P extérieur au cercle ; on mène PMN 
faisant un angle a avec OP. !• Trouver l'équation qui donne PM et PN. 
2» Si on abaisse MQ et NQ' perpendiculaires surOP, trouver l'équation qui 
donne MQ et NQ' ; 3» Déterminer l'angle « de façon que MQ -f NQ' soit 
égal à une quantité K. — Discuter. 

— Étant donné un triangle rectangle ABC, on demande de déterminer 
l'angle C de façon que, si l'on mène AD perpendiculaire sur l'hypoténuse, 
DE perpendiculaire sur AC, EF perdendiculaire sur l'hypoténuse et ainsi 
de suite, la somme de toutes ces perpendiculaires soit égale au périmètre. 
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— Dans une racine carrée, on prend pour valeur a + — ; quelle est la 

limite de Terreur commise? 

— Condition pour que les deux équations 

a?* + pa? +9 = 
Û5* + p'i» + 5* =» o 
nient une racine commune. 

— Dans un triangle on connaît les angles ; on demande d'évaluer les 
angles que fait la médiane avec les côtés qui la comprennent. 

— Étant données deux équations du second degré, trouver les relations 
qui doivent exister entre les coefficients pour que les quatre racines forment 
une proportion. 

— Minimum de tg^x +16 cos* x. 



CONCOURS GENERAL 1879 



Mathématiques spéciales. 

On donne un hyperboloïde à une nappe et un point dans le plan du cercle 
de gorge. Par ce point, on mène une droite parallèle à une génératrice de 
la surface. Cette droite est Taxe d un cylindre de révolution qui passe par 
la génératrice de l'hyperboloïde. Trouver Téquation de la projection sur le 
plan des xy de l'intersection des deux surfaces. La projection a un point 
double dont on demande le lieu lorsque la droite varie. 

Mathéinatiq[ues élémentaires. 

1 . On considère un quadrilatère ABGD dans lequel AB = BC et CD = DÂ. 
On demande de prouver que ce quadrilatère est circonscriptible à deux 
cercles. On déforme ce quadrilatère de manière que les côtés demeurent 
invariables, et que les points A et B demeurent fixes. On demande le lieu 
des centres des cercles inscrits aux différentes positions du quadrilatère. 

2. Etant données les deux équations : 

ûi» + 6|/ + ca = 

abc 

H 4 =0, 

X y z 

en déduire les rapports -—, — , — par des formules ne contenant pas 

X y ^ 

de radicaux au dénominateur. Chercher dans quel cas les valeurs de ces 

rapports sont réelles. 

Rhétorique. 

— SoitAB une portion de droite de longueur donnée; on prend, entre A 
et B, sur la droite AB, un point C, et sur AC comme diamètre, on décrit 
une demi-circonférence; par le point B, on mène une tangente à cette 
demi-circonférence. Soit D le point de contact et soit E le point où cette 
tangente rencontre la perpendiculaire menée à la droite AB par le point A. 
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Déterminer le point G de telle façon que si l'on fait tourner autour de la 
droite AB, la surface engendrée par l'arc de cercle AD et la surface en- 
gendrée par la portion de droite BE soient dans un rapport donné m* In- 
diquer la condition de possibilité; appliquer dans le cas particulier où m 

est égal à — ^, et dans ce cas, trouver le rapport des surfaces engendrées 

2 

par les deux portions BD et DE de la droite BE. 

— Longitude et latitude d'un point de la surface de la terre. Manière de 
les déterminer. Forme du méridien terrestre. 

Classe de troisième. 

— On donne un cercle et une tangente en A. On mène un diamètre 
quelconque BC et on abaisse les perpendiculaires BB' etCC sur la tangente. 
Démontrer que le rapport de l'aire du triangle ABC à Taire du trapèze 
BB'CC est le même quel que soit le diamètre. 

— Soit I le |)oint de concours des hauteurs d'un triangle ABC ; on prend 
les points A', B', C respectivement symétriques du point I par rapport aux 
côtés BC, AC, AB. !• Démontrer que les triangles ABC, A'B'C sont inscrip- 
tibles dans un même cercle; S"* évaluer les angles du triangle A'B'C en 
supposant connus ceux du triangle ABC; 3* les deux triangles se coupent 
suivant les sommets d'un hexagone ; démontrer que les lignes qui joignent 
les sommets opposés de cet hexagone se coupent en un même point (dans 
chaque partie de la dernière question, on examinera séparément les cas où 
les trois angles du triangle ABC sont aigus, et celui où l'un des angles est 
obtus). 



ÉCOLE POLYTECHNIQUE 



CONCOURS D'ADMISSION EN 1879. 

Mathématiques. 

— On donne une conique rapportée à ses axes 

a "^ 6 "" ^ 
et un point M sur cette conique. Par les extrémités d'un diamètre que - 
conque de la conique et le point M on fait passer un cercle; prouver que 
le lieu décrit par le centre de ce cercle est une conique K passant par 1 ori- 
gine des axes. Si autour du point 0, on fait tourner deux droites rec- 
tangulaires, elles rencontrent la conique K en deux points ; prouver que le 
lieu des points de rencontre des tangentes menées en ces points est la 
droite perpendiculaire au segment OM, et passant au milieu de ce segment. 
Par le point 0, on peut mener, indépendamment de la normale ayant son 
pied en 0, trois autres droites normales à la conique K. l*" Dans le cas 
particulier où la conique donnée est une hyperbole équilatère, et où a =- i, 
(> = — I, montrer qu'une seule de ces normales est réelle; 2» trouver 
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l'équation du cercle circonscrit au triangle formé par les pieds des trois 
normales. 

Nota. — Le pied de la normale est le point de la courbe d'où part la 
normale. 

Géométrie descriptive. 

On donne un cube dont Taréte a 12 centimètres, et qui a sa base dans le 
plan horizontal. Le point A est sur la ligne de terre, et AB fait un angle 
de 30* avec la ligne de terre. On mène la verticale du centre* du cube. 
C'est l'axe d'un hyperboloïde de révolution ayant pour génératrice la dia- 
gonale BK d'une face latérale. Le sommet E, qui se projette horizontale- 
ment en A, est le sommet d'un cône de révolution dont l'axe passe par 
le milieu de Taréte verticale KG. Le milieu de l'aréle horizontale KH (qui 
se projette suivant BC], est un point de la surface. On demande: 1* de 
trouver la courbe d'intersection des deux surfaces; 2** de représenter 
r hyperboloïde supposé plein, en enlevant la partie située à l'intérieur du 
cône. 



ECOLE CENTRALE 



CONCOURS DE 1879. — PREMIÈRE SESSION. 

Géométrie analytique. 

On donne deux axes rectangulaires, Oo; et Oy^ et un point A sur Oo?, un 
point B sur Oj/. 

1« Former l'équation générale des hyperboles équilatères tangents à l'axe 
Ox au point B, et passant par le point A. 

2"* Lieu des points de rencontre des tangentes à ces hyperboles au point 
A, avec les parallèles aux asymptotes menées par le point 0. 

S" Ce lieu est une parabole ; trouver l'équation de Taxe et de la tangente 
au sommet; construire géométriquement le paramètre de cette parabole. 

4*" Trouver le lieu du sommet de cette parabole lorsque le point A se 
déplace sur l'axe Ox. 

Calcul trigonométricnie. 

Dans un triangle, on donne les trois côtés 

a = 3457'"2o5 
b = 58i9"798 
c = 7oo5"'oo2 
trouver les trois côtés et la surface de ce triangle. 

Ph3rsique et chimie. 

1. — Un tube barométrique terminé par un renflement cylindrique de 
o,o5 de hauteur plonge dans une cuve à mercure. Il renferme de l'air 
raréfié qui occupe exactement le volume du renflement lorsque la difl'érence 



— 282 — 

de nirean entre les deux surfiices de mercure est de 0,12 et lorsque la 
pression atmosphérique est de 0,75. On soulève verticalement ce tube jus- 
qu'à ce que la section inférieure du renflement soit à 0,43 au-dessus du 
niveau supposé constant du mercure dans la cuve. Quelle est alors la diffé- 
rence de niveau des deux surfaces dans le tube et dans la cuve? Le rapport 
des rayons des deux parties du tube est de i à 2. 

3. — Préparation et propriétés chimiques de l'acide sulfhydrique. Cal- 
culer la densité théorique de la vapeur de soufre, connaissant la composi- 
tion de l'acide sulfhydrique. 
Densité de l'hydrogène d = 0,0692 

Densité de l'acide sulfhydrique d' = 1,1912 

Géométrie descriptive. 

Hyperboloïde de révolution entaillé par un cône. 

L'axe (js, is')de Thyperboloïde est vertical, à 100 millimètres du plan 
vertical, et au milieu de la feuille. Le cercle de gorge [c, c') dont la cote 
vaut o~,o8o à o"',o3o de rayon, et les génératrices reclilignes de la surface 
font avec l'horizon un angle de 45*. 

Le cône, dont le sommet (s, s'] se trouve dans le plan de profil conduit 
par l'axe (2, z'], à o,o5o en avant de cet axe, et à 0,040 au-dessus du 
cercle de gorge, a pour trace horizontale le cube tù décrit du point s 
comme centre avec un rayon égal à 0,070. On demande de représenter 
l'hyperboloïde, supposé plein, et limité d'une part au plan horizontal P', 
à la cote 0,1 90, et de l'autre au plan horizontal de projection, en supprimant 
la partie de ce corps comprise dans le cône. On indiquera, à l'encre rouge, 
les constructions employées pour déterminer un point quelconque de lin- 
tersection des surfaces données et la tangente en ce point. 

Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés du cadre, à 0,228 
du petit côté supérieur. 



ECOLE FORESTIERE 



CONCOURS DE 1879. 

Composition mathématique. 

On circonscrit à une sphère donnée un tronc de pyramide régulière dont 
les bases sont des octogones réguliers. Déterminer le volume de ce tronc 
en fonction du rayon de la sphère et de l'inclinaison de ses faces latérales 
sur la grande base et le minimum de ce volume quand on fait varier l'in- 
clinaison. 

En supposant que le carré du rayon de la sphère soit égal à 3 centiares, 
et que cette inclinaison soit de 75**, on déterminera ce volume à 1 millième 
près: 1* sans le secours des logarithmes avec le plus petit nombre de dé- 
cimales possible ; 2** avec le secours des tables de logarithmes. 
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Composition en trigonométrie. 

Dans un triangle ABC, le côté AB a une longueur de i69 toises, et la 
bissectrice de l'angle A, prolongée jusqu'au côté BC, a une longueur de 
137 toises : l'angle B, augmenté de la moitié de l'angle A, forme les 

^^ '' d'un angle droit. 
9153 

Calculer les angles de ce triangle à un centième de seconde près, ses 

côtés à un dixième de millimètre, et sa surface à un centiare près. 



ECOLE SPECIALE MILITAIRE 



CONCOURS DE 1879. — COMPOSITION SUPPLÉMENTAIRE 

Composition mathématique. 

1. — Calculer la valeur de x donnée par la formule, 

Tco^ Sin' 9 Cos 9 

3 
dans laquelle on fait a = 442", SyS 

ç = 27» 28' 47" 
ie est le rapport de la circonférence au diamètre. 

2. — Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle connaissant le pro- 
duit des trois côtés et la hauteur abaissée du sommet de l'angle droit sur 
l'hypoténuse. 

3. — Dans le demi-cercle ACDB dont AB est le diamètre, la corde CD est 
parallèle à AB. On donne les longueurs des cordes AC, CD, BD, et l'on 
demande de calculer le rayon du cercle. «- Interpréter la solution néga- 
tive, si l'on en trouve. 



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES 



QUESTION 130. 

Solatioii par M. Hoc, élève du Collège de Longwy. 

Soient menées dans un tnangle ABC par les sommets et le 
centre de gravité S, les droites AS, BS, CS rencontrant les côtés 
opposés en a, b, c. Formons avec Aa, Bb, Ce, comm^ côtés, un 
triangle MNP. Les rayons R, r, r', r', r" des cercles circonscrits 
respectivement aux triangles ABC, MNP, BCS^ CAS, ABS, 
satisfont à la relation 4R*r = Sri^r"". 
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Désignons par w, m', m" les médianes Aa, B6, Ce du 

triangle ABC. Dans tout triangle 
le rayon R du cercle circons- 
crit est donné par la formule 

R = — -^. Si Ton applique 

cette formule aux triangles de 

1 énonce , on a R = — ^, 

. Pour avoir 




r = 



m m m 



4S' 



S' remarquons que , si Ton prolonge Sa d*une longueur 
égale al, et que Ton joigne CI, le triangle GIS ayant pour 
côtés les deux tiers des médianes est semblable au triangle 

2 

MNP et leur rapport de similitude est -^— . Donc surf. MNP 

3 

= -^ surf. ICS. Et comme surf. IGS = surf. ESC 



4 
I 

3 



= -r- surf. ABC, on a finalement 



r = 



mm m 



ft 



Dès lors 



4Rr* = 



On trouverait de même 
r = 



am'm" 



Donc 



3S ' 



r" = 



3S 
abc . m» . m'^m"^ 

bmm" 



3S ' 
abcm* . m* . m"' 

9S^ 



„/// 



cmm 



3S 
= 4Rr». 



Nota, — La même question a été résolue par M. Longueville, à Charleville, 
et par M. Deslais, du Mans. 



QUESTION 137. 

Solution par M. Zdloaga, de Liège. 

On inscrit un triangle ABC dans un cercle ; la tangente en A 
rencontre BG en Q. Par le point Q, on mène une perpendiculaire 
à la bissectrice de V angle A, perpendiculaire qui coupe le cercle 
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en des points X et Y ; démontrer que la distance de Vun de ces 
points au point A est moyenne proportionnelle entre les distances 
du même point au^ points B e^ G. 

Soit AM la bissectrice de l'angle A, et QX la perpendi- 
culaire menée du point Q 
à cette bissectrice. Je dis 
en premier lieu que QX 
est la bissectrice de l'an- 
gle AQG. En effet, si je 
joins le centre de la 
circonférence, aux points 
A et M (M étant, comme 
on sait, le point milieu 
de l'arc BG), j'ai : OAM 
=AMO.MaisOAM=AQX, 
comme ayant les côtés 
perpendiculaires ; de 
même AMO = XQG, donc 
AQX = XQG. Du point 
X, je mène XP , hauteur 
du triangle BXG; si j'appelle D le diamètre du cercle, j'aurai 
BX . XC = D . XP. De même si du point X je mène XH 
perpendiculaire au diamètre AN, j'aurai 

ÂX^ = AN . AH, ou bien AX^ = D . AH. 
Je prolonge AQ, et par le point X, je mène XR perpendicu- 
laire à QA ; j'ai RX = AH comme parallèles comprises entre 
parallèles, or RX = XP, car le point X appartient à la 
droite QX bissectrice de l'angle RQG; on conclut donc de 
là que AX^ = BX . XG. 

Bemarque. — Généralisation de la question 137. 
Si on inscrit un quadrilatère ABGD dans un cercle, et 
qu'on mène la bissectrice de Tangle formé par les prolon- 
gements des côtés opposés AB, DG, laquelle bissectrice coupe 
la circonférence en des points X et Y, on aura : 

AX . XB = XG . XD. 
En effet, si je mène la hauteur XN du triangle GXD, et 
V^^ j'appelle D le diamètre du cercle, on aura 

XG . XD = D . XN. 
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De même, menons la hauteur XM du triangle BXA, nous 
aurons AX • XB = D . XM. 

Or le point X étant sur la bissectrice, on a XN = XM, 
donc XG . XD = AX . XB. 

Nota, — Ont résolu la même question: MM. Hoc» de Longwy; Dumotel, 
élè?e du Lycée Saint-Louis ; Deslais, au Mans. 



QUESTION 138. 

Solntion par M. Hoc, élève du Collège de Longwy. 

Se 1, m, n sont les médianes d'un triangle y démontrer que 

sa surface a pour exp7*ession 

2abc ABC 

cos — cos cos — (1) 



a + b + c 



ou -|-y/ 2l»m« + 2l»n» + 2m«n« _ 1* — m* — n* (î) 

Démontrons d'abord la formule (i) 
On peut la mettre sous la forme 

2 abc [sin A -}- sin B -f- si^ G] 

4(a 4" ^ + ^) 

Or de régalité— : — r- = — : — rr- = — : — TT = 2R, on tire 

sin A sin B sin G 

2R= <' + b-\-e 

sin A + sin B -f- sin G 

nhn 

Portant cette valeur dans (1) on trouve — 5-, c'est-à-dire la 

4K 

surface du triangle. 

Quant à la démonstration de la formule (2), on y arrive 
facilement en remarquant que la quantité sous le radical peut 
se mettre sous la forme 

{l ^ m + n) (l ^ m — n) (m + ^ — l) {n -{- l — m). 

L'expression (2) représente donc les -^ de la surface du 

triangle qui aurait pour côtés les longueurs i, m, n. Gons- 
truisons ce triangle (PQR), ainsi que celui dont les médianes 
sont /, w, n (ABG). Dans le triangle ABG, prolongeons d'un 
tiers la médiane AL = l et joignons G au point G ainsi obte- 
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nu. Le triangle GOC (0 étant le point de concours des mé- 

dianes) a pour côtés les-r- des médianes; il est donc sem- 

3 

Llable à PQR et sa surface est égale aux -^ de celle de ce 
dernier. Or elle est aussi équivalente à surface BOG, c'est- 
à-dire à -r— ABC, par suite 



surf. ABC = -4- 

5 



PQR 



= ^V^ 



2 Z*m* + 2 Pn» + 2 m«M* — /♦ — m* — n* 



Nota. — Ont résolu la même question : MM. Schmitz, de la Rochelle ; 
Faivre et Gindre, de Lons-le-Saunier ; Gélinet, d'Orléans ; du Motet, élève 
du lycée Saint-Louis; Elle, collège Stanislas; Moles, d'Angoulôme; Yer- 
mand, à Saint-Quentin; Hugot, de Lyon. 



QUESTION 148. 

Solntion, par M. Lannes, élève du Lycée de Tarbes. 

On donne un point sur chacun des côtés d'un angle; construire 
deux circonférences égales tangentes entre elles et touchant 
chacune u/n des côtés de V angle au point donné. 

Supposons le problème résolu : soient et 0' les deux 

cercles tangents en B et 
C aux deux côtés de l'an- 
gle A, et D leur point de 
contact : tirons CD, BD 
que nous prolongeons jus- 
qu'à sa rencontre en E 
avec la circonférence 0', 
BG, BO, CE et EO'. 

Les deux triangles BOD, 
DO'E sont égaux : il s'en- 
suit que EO' est perpen- 
diculaire à AB; l'angle 
CO'E est donc égal à l'angle A comme ayant ses côtés 
respectivement perpendiculaires à A B et à AG, et l'angle 
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BDG, supplémentaire de l'angle CDE qui est la moitié de 
GO'E, a pour supplément la moitié de Tangle A ; on connaît 
ainsi un premier lieu du point D. 
Menons DH parallèle à CE : l'angle EGK étant égal à 

, DH est parallèle à la bissectrice de l'angle A, et de 

BH BD 



plus, comme on a, 

JlLLi 






DE 
le point H est le milieu de BG. 

On a ainsi un second lieu du point D. 

On peut donc construire le point D ; ce point connu, la 
construction s'achève facilement. 

Nota, Ont résolu la même question: MM. Deslais, au Mans; Trehoret, 
au Havre; Renaud, à Bordeaux; Dupuy, à Grenoble; Falvre et Oindre, à 
Lons-le-Saulnier ; Vazou, au collège RoUin; Faissey, Baudot, à Dijon. 



QUESTIONS PROPOSEES 



181. — Étant données une circonférence o et deux droites 
concourantes œy, œ'y' dont le point de concours n'est pas 
dans les limites du dessin, mener à la circonférence une 
tangente passant parle point de rencontrede œy et de xy. 

182. — Soit donné un cercle o, de rayon r, inscrit dans 
un angle ; on mène les deux cercles o' el o" tangents aux côtés 
de l'angle et au cercle o, puis les cercles (o, a>' tangents à 
l'un des côtés et en même temps tangents respectivement à 
0, o' et à 0, o". Démontrer que, ce et j/ étant les rayons des 
cercles (o et <»', on a la relation 

vT^ + v'^ = yTr. 

183. — Prouver que (a — 6) \ab est divisible par 24 si 
ab est un carré parfait et que a et 6 soient de même parité. 

(Bemheim.) 

Le Rédacteur-Gérant, 
J. BOURGET. 

IMPRIMEBIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — A. CHIIX ET G>% 
RDE BBRGÈRB, 20, A PARIS. — -15056-9. 
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THÉORIE DES CENTRES 

DES MOYENNES HARMONIQUES 
Par M. Kœhlcr. 

[Suite, Voir page 257.) 



7. Théorème. — Le centre q des moyennes hai^moniques 
d'un groupe de n points a, b, c. . . par rapport à un point ou 
pôle p est un point unique et déterminé; mai^ si q est considéKé 
comme un centre de moyennes harmoniques des mêmes points 
a, b, C; par rapport à un pôle inconnu, il cotTespond à 
n — I pôles différents. 

Désignons par a, b^ c . . . les distances qa, qb, qc . . . 
rapportées au point q pris pour origine, et posons qp = x ; 
on aura pa =zqa — qp = a — ce, p6 = 6 — x, etc. L'équa- 
tion (6) devient 

a . b c 

a — X b — X c — X 

En chassant les dénominateurs, on obtient évidem- 
ment une équation de degré n — i pour déterminer a?, ce 
qui démontre le théorème (nous supposons connue cette 
propriété qu'une équation de degré n — i admet n — i 
racines). 

En particulier, s'il y a trois points a, &, c on aura 
x\a -j- & + c) — ix{bc -f- ca + ^^) H" 3o6c = o. 

Si l'on suppose a + 6 -j- c = o, le point origine q est 
le centre des moyennes distances des points a, 6, c, une 
des valeurs de x devient infinie, ce qui devait être, puisque 
le centre des moyennes distances n'est autre chose que le 
centre des moyennes harmoniques par rapport au point à 
rinfini. Mais il y a un point à distance finie 

3a6c 3a6(a + ^) 



X = 



bc + ca '\- ab 2(a* + 6* + ab) 

3a6(a« — 6>) 



2(a3 — b') 
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par rapport auquel l'origine est centre des moyennes har- 
moniques. 

Centre des moyennes harmoniques déduit du centre des distances 

proportionnelles. 

8. Supposons que les n points en ligne droite, A, B, G ... 

considérés dans ce qui précède, soient affectés de coefficients 

numériques a, p, y • • • ; on sait que le centre des distances 

proportionnelles est un point Q qui satisfait à la relation 

-^ a.OA + p.OB + ... r. r, . .. .. 

OQ = p-^ — j ; étant une origine arbi- 

traire. On retrouve le centre des moyennes distances, lors- 
qu'on suppose les coefficients égaux entre eux. Si l'on cons- 
truit le faisceau S (P, A, B, ... Q), et si on le coupe par 
une transversale pab ... 9, on aura 



pq pa pb pc 

Cette relation se démontre absolument comme la relation 



pq pa * pb pc 

à laquelle elle se ramène par l'hypothèse a = p = y 
= . . . , et le point q pourra être appelé encore centre des 
moyennes harmoniques de a^ b, c, ... par rapport au pôle 
p. La droite Sq sera l'axe des moyennes harmoniques de Sp 
par rapport aux droites Sa, S6, Se, . . ., affectées respective- 
ment des coefficients a, p, y, ... 

Il est aisé de voir comment on pourra construire l'axe 
relatif à Sp par rapport aux droites Sa et Sb dont les coeffi- 
cients sont a, ^. On mènera AB parallèle à Sp et on partagera 
cette droite en deux segments AQ, QB, tels que Ton ait 

AO B 

^■p = — ; il est évident que SQ sera l'axe cherché. 

Cette remarque va nous permettre de démontrer sans diffi- 
culté le théorème suivant : 

Théorème. — Étant donné un système de n droites quel- 
conques dans un plan et un pôle P, si Von mène une transversale 
quelconque par le pôle et qu'on cherche le centre des moyennes 
harmoniques de P par rapport aux points où elle coupe les n 
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droites (supposées affectées du même coefficient ou de coefficients 
différents)^ le lieu des centres sur toutes les transversales est 
une droite, polaire rectiligne du point P. 

Soient AB, BG, CD, DA quatre droites ; je prends la polaire 
du point P par rapport aux deux premières, en menant ap 
parallèle à PB et joignant le point B au milieu g, de af. 
Bq coupe la troisième droite CD en E. Je prends Taxe des 
moyennes harmoniques de PB par rapport à EC, EB en 




regardant ces deux droites comme affectées des coefficients 

I et 2 ; pour cela je mène yS parallèle à PE et je partage le 

segment yS au point q^ de telle sorte qu'on ait ^' ■ = — . 

II est clair que Egf^ sera la polaire rectiligne de AB, BC, 
CD ; en effet, si je mène une transversale arbitraire Pabc . . . 

qui rencontre Bg^, Eg^ aux points e, f, j'aurai -ç— = — — 

+ _î L = _1_ + _L = _L_ + _J_ 4. _L_ 

^ P6 ' P/" Pe ^ pc Va ^ P6 ^ Pc 

La droite Eq, coupe DA en F ; je cherche l'axe des moyennes 
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harmoniques de Fg, et de AD en affectant ces lignes des 
coefficients 3 et i ; pour cela il suffit de mener eC parallèle 

à PF et de partager eÇ au point Q de telle sorte que -j-— 

3 
= — . FQ sera la polaire rectiligne des quatre droites, 

d'aprës la définition indiquée dans l'énoncé du théorème. 
On a effectivement sur la transversale Paie... 

4 _i_ j_ _!_ = _i_ a. -_L II 

P6 






+ 



+ 



+ 



PQ' ~ P/" ' Pd Pa ' P6 ' Pc ' Pd 

Les mêmes constructions et le môme raisonnemen 

s'appliquent de proche en proche à un nombre quelconque 

de droites. 

9. Ce qui précède permet d'énoncer le théorème suivant 
dû à M. Gaylej : Étant données n droites et un pôle P, le 
point où lune de ces droites coupe la polaire rectiligne de P par 
par rapport aux (n — i ) autres, appartient à la polaire recti- 
ligne de P par rapport aux n droites. 

En supposant n = 3, on voit que les polaires d'un point 
par rapport aux côtés d'un triangle pris deux à deux, coupent 
ces côtés en trois points qui sont en ligne droite et appar- 
tiennent à la polaire rec- 
tiligne du point par rapport 
aux trois côtés. 

Réciproquement : Si les 
trois cétés bc, ca, ab cf un 
triangle sont coupés par une 
transversale respectivement 
aux points a', b', c', et si 
^1» ^19 Cl sont les conjugués 
harmoniques de a', b', c' par 
rapport aux couples (b, c), 
(c, a), (a, b), les droites aa|, 
bb|, cci se coupent en un 
même point P, pôle de la 
transvei'sale (*). 




(*) Il faut bien remirquer que ce procédé de construction du pôle d'une 
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iO. Le théorème général sur la polaire rectiligne d'un 
point devient presque intuitif, en invoquant le principe 
suivant qui résulte des premières notions de géométrie 
analytique : 

Pour reconnaître le degré d'un lieu géométrique, il suffit 
de chercher le nombre des points de ce lieu situés sur une 
droite arbitraire; lorsqu'il y a un seul point, le lieu est 
une droite. — C'est ce qui arrive dans la recherche de la 
polaire d'un point par rapport à n droites ou par rapport 
à une courbe du degré n. Sur chaque transversale issue 
du pôle on ne trouve évidemment qu'un centre des moyennes 
harmoniques. 

L'application du principe que je viens de rappeler n'est 
pas toujours aussi facile; elle exige parfois beaucoup d'atten- 
lion. Voici un exemple très-simple : on demande le degré 
du lieu des milieux des cordes d'une conique passant par 
un point P. Au premier abord il semble qu'il n'y a qu'un 
point sur chaque corde; mais le point P lui-môme fai 
partie du lieu, car il est le milieu d'une corde parallèle au 
diamètre conjugué de OP (0 étant le centre de la conique). 
Le lieu cherché étant coupé par une droite en deux points 
est du second degré. 

(A suivre.) 



droite donnée par rapport à un triangle n'est pas susceptible de générali- 
sation. S'il s'agit d'un quadrilatère, il faut, pour obtenir le pôle d'une trans- 
versale chercher Tintersection de deux courbes du troisième degré qui 
passent déjà par les six points de concours des côtés deux à deux ; on trouve 
ainsi trois points. Nous ferons voir dans un autre article que, pour le cas 
du triangle, on peut résoudre le problème en cherchant l'intersection de 
deux coniques passant par les trois sommets et qui se coupent encore en 
un quatrième point, le pôle cherché. — En général, les pôles d'une droite 
par rapport à un lieu du degré n sont au nombre de (n — i)' — d, en 
désignant par d le nombre des points doubles. Si le lieu se compose de n 

droites, on a 8 = ^ ' et on a -i ■ pôles. 



— 294 — 



NOTE D'ALGEBRE 

SUR LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES 



La propriété fondamentale qui sert de définition à la pro- 
gression arithmétique va nous permettre de calculer très- 
facilement certaines expressions dans lesquelles entrent des 
termes en progression arithmétique. Nous désignerons la 
progression par les termes 

-^ Cl-. 0»C«Cv* • • • il • K • l* 

II r 

i. On a — = — r-, 

a b ab 

ï I r 



b c bc ' 



i i r 



k l kl 

Ajoutant membre à membre, il vient après réduction 

j^ I I 

a l ab * 

en désignant par S — 7— la somme des inverses des pro- 

CirO 

duits obtenus en prenant deux termes consécutifs de la 
progression. 
En particulier on aura 

1.2^2.3 ^3. 4^4. 5^'-"* 

[ I _ j i_ 

(n — i)n n 

De même on aura 

I I c — a 2r 



ab bc abc abc 

Donc en opérant comme précédemment 



TT- = 2?*S 



ab kl abc 
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On aura de même 

I 



= 3rS 



abc hkl '" abcd 

et ainsi de suite. 
Lorsque le nombre des termes que Ton considère augmente 

indéfiniment on a une série ; les termes -=-, -n-> .,, . • . 

l kl hkl 

tendent vers zéro. On a donc immédiatement la somme des 

termes de certaines séries. 

En particulier pour n infini, on a 

I . 2 "^ 2 . 3 "^ 3 . 4 "*" • * • "^ n(n + i) ~ '• 
M. Baehr, professeur à TÉcole polytechnique de Delft, a 
donné au Congres de TÂssociation française, au Havre, en 
1877, une représentation géométrique de l'inverse de n nom- 
bres entiers consécutifs, et de Tinverse des produits de deux 
nombres entiers consécutifs. 

Considérons un rectangle ÀBCD; ses diagonales se cou- 
pent en 0. Menons OE parallèle à AB; la ligne CE coupe 



A 






R H 1. A 


1 


^ 


^\ 


^ 


^ 


k"^ 






^ 


^ 


> 


^ 


B 










C 



en F la diagonale BD; menons FH parallèle à AB; la 
ligne HC coupe BD en E: menons KL, et ainsi de suite. 

AD 
On a d'abord DE = —:=--. 

2 

Puis les triangles BFC, EFD donnent 

DF DE I 



donc 



BF 
DH 
DA 



BG 
DF 
BC 



2 

I 

1 
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En général, si l'on a 



DH I 



on en déduit 



DA n ' 



DK __ j^ DK DL 



BK n • DB DA n + i * 

On a aussi 

EH ED DH I I I 



AD ~ AD AD "" 2 3 2.3 ' 

HL HD LD I I I 



AD ~ AD AD ~" 3 4 3.4 ' 

et ainsi de suite. On voit donc bien que la somme des termes 

tels que — z — ; — r- a pour limite l'unité, puisque la somme 
^ n (n-f- i) r -L 

des termes AE + EH -f- HL + ... est égale à AD. 

2. Il existe des formules analo^es pour la somme des 
produits consécutifs des termes d'une progression arithmé- 
tique. 

Représentons par ao le terme qui précéderait, dans une 
progression indéfiniment prolongée de part et d'autre, le 
terme a et par k celui qui suivrait /. On trouve facilement 

ab — aoQ =: 2ra, 
bc — ab = 2r6, 
cd — bc = 2rc, 



llo — kl =: 2rL 
Ajoutons, nous aurons 

Uo — oûo = 2rS. 
On aurait de même 

kilo = ao ab = 3rSa6 
hkllo = ao abc = 4rJlabc 
et ainsi de suite. 
En particulier, on a les formules 

, + , + 3 + . . .+„ = JLiîL±ii 
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I .24-2.3 + 3.4+- • . + w .(n -f- i) 

n (n + i) (n + 2) 

— 3 

I. 2. 3-|-2. 3.4 + 3.4.5-!-. . . 

nin-^- I ) (n + 2) (n + 3) 



+ n (n + i) (n -I- 2) = 

En général : 

Pour avoir la somme des produits obtenus en prenant p nombres 
entiers consécutifs à partir de i, on multiplie le dernier produit 
par le nombre qui suit le dernier facteur et on divise par p + i . 

Ces formules ont été données sous une forme un peu diffé- 
rente par Pascal et par Fermât. 

3. La somme des inverses des produits de deux nombres 
entiers consécutifs» trouvée précédemment, nous permet de 
démontrer le théorëme suivant, connu sous le nom de Théo- 
rème de Goldbach. 

La sommée de toutes les fractions de la forme 

I 

dans lesquelles m et 'p prennent toutes les valeurs entières^ po- 
sitives et plus grandes que %éro^ a pour limite Vunité. 

En effet, faisons d'abord varier p ; 
pour m = 1 , on a la série 

r + -^ + ^ + • • • 



2' 2* . 2 

dont la somme est — — : — = . • 

2' 2 I . 2 

En général, pour une valeur particulière de m, on a pour 

la somme 

I m I 

(m + I)* * w -}- I m (m + i) ' 

Donc la somme donnée est égale à la somme des inverses 

des produits de deux nombres entiers consécutifs. Elle a donc 

pour limite l'unité. 

A. M. 
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NOTE SUR LE TRIANGLE 

Traduit de l'anglais de rouvrage A Treatise on some new geometrical methods. 
Par Sam»B Biiotli^ membre de la Société Royale de Londres. 

(Suite. Voir page 268.) 



32. La somme des carrés des douze lignes m,enées des sommets 
d*un triangle aux points de contact des cercles tangents sur les 
côtés opposés est égale à cinq fois la somme des carrés des côtés 
du triangle. 

Supposons le côté BG du triangle prolongé en L et N de 
telle manière que BL = p — a, GN = p — a; on sait que 
L et N sont les points extérieurs de contact, et que la dis- 
tance entre les points intérieurs de contact est c — b. 

Mais on a a+p — o, -{- P — a = c -\- b. 
Soit M le milieu du côté a; alors AM = a. 

Donc AL« + AN» = 2a« + -i- (c + 6)*; 

AF« + AF'« = 2a«' + — (c — 6)«. 

Par suite AL» + AN» + AF» + AF'» = 4a» + 6» + c». 
En faisant des constructions analogues pour les autres 
côtés, on trouve, pour la somme des douze lignes, 
4(a' + P' + ï*) + 2(a» + 6» + c»). 
Mais 4(a« -i- p» + y') = 3(a» + &» + c»). 
Donc, la somme des carrés des douze lignes est égale à 

5(a» + 6» + c»). 

33. La somme des carrés des douze lignes menées des milieux 
des côtés d^un triangle aux centres des cercles de contact^ aug- 
mentée de la somme des carrés des côtés du trianglcy donne une 
somme égale à douze fois le carré du diamètre du cercle circons- 
crit. 

Appelons a, p, y les lignes qui joignent les milieux des 
côtés a, 6, c au centre Q du cercle ex-inscrit opposé à 
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l'angle A, et 8 la distance du milieu de a au centre w du 
cercle inscrit; on a 

Bû« + Cû« = 2a* + — a»; Bw* + Go)« = 28» + — a« ) 

1 j (92) 

Aû« + Cû* = 2fi«H 6»; Aû* 4- Bû« = 2Y« -I c« \ 

Ajoutant ces expressions et divisant par 2, on trouve 

AÛ» -f- Bû» + Cû» 4- — (B<o« + C(o«) = a« + p« + y* 4- 8« 

+ — a* + — (6* + c«). 
2 .4 

MaisAÛ« = r*+p«; Bû« = r'« + (p— c)«; Gû* = r*+(p— 6)*; 
et (Bco« 4- Ca)«) = 2r» + (p — 6)« + (p — c)*. 

En remplaçant, on obtient 

3r'« 4. r« + — r2p* 4- 3(p - 6)» 4- 3(p — c)*l 

X I M . . (93) 

= a« + p«+r« + 8«4-4.a«4-— (6» + c«) 

2 4 

En écrivant les formules analogues pour les autres centres 
û' et û^ on trouve, après réduction, 

3(r» + r» 4- r"» 4. r'"«) + 3(a«4. 6* 4-c«)=(a*4-p«4-r*4- 5') 
+ (o^'* + P'*+Y*+8'*) + («"' + r+r + n + (û*+&*+c«). 

Mais on a vu (form. 68) que Ton a 

r« 4- r'« 4- r"* 4- r'"» 4- a» 4- 6* 4- c« = i6R«. 

Donc, en substituant, on trouve 

48R« = (a« + p« + Y« + 8«)4-(a»4-p'«4-ï'' + 5'«) ) ,^.. 
4. (a"« 4- p"» 4. y"« 4- 5"») 4. a« 4- 6* 4- c« 1 ^^^^ 

34. La somme des aires des quatre triangles formés en joignant 
trois par trois les points de contact des cercles de contact est cons- 
tantCy et égale au double de Vaille du triangle donné. 

On prendra Taire du triangle formé en joignant les trois 
points de contact intérieurs avec le signe négatif. En pre- 
mier lieu, prenons le triangle dont le sommet est A et la 
base a, et construisons le triangle dont les sommets sont 
les points de contact du cercle ex-inscrit avec les côtés a, 
et les prolongements de 6 et c. Le double de Taire de ce 
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triangle est oyideminent 

p* sin A — (p — 6)* sin B — (p — c)* sin C — 6c sin A 

Si Ton fait les construclions identiques pour les autres 
angles B et C du triangle donné, on trouve pour le double 
des aires des autres triangles, 

p* sin B — (p — c)" sin A — (p — a)* sin C — cu^ sin B 
p* sin G — (p — a)* sin B — (p — 6)* sin A — 6a sin C 
si Ton ajoute, en mettant en facteur chaque sinus, on 
trouve des termes tels que 

[p* — (p — c)» — (p — 6)' — 6c] sin A, 
qui se réduisent par suite des formules (il) et (12), à 

(4Rr + r*) sin A. 

En ajoutant on trouve pour le double de la somme des 
trois triangles extérieurs 

(4Rr + r*)(sin A + sîû B -f- sin G); 

P 
mais (form. 24) sin A -f- sin B -|- sin C î= -~- ; 

donc le double de la somme des trois triangles est 

(4Rr + f) ^ = 4rp + -^ (95) 

Mais 4rp représente quatre fois la surface du triangle 

r'p 
donné, et _; est le double de la surface du triangle dont 

les sommets sont les points de contact du cercle inscrit. 

35. Dans un triangle quelconque ABC, les bissectrices inté- 
rieures des angles A, B, G, rencontrent les côtés opposés en 
A', B', G', et les bissectrices extérieures de ces angles reur- 
contrent les mêmes côtés en A", B", G". Alors^ en supposant 
a > b > c, on a 

AA" BB^^ GG" _ (6 + c){c + a){a + 6) 



A'A" ' B'B'' G'G" «R»(a + 6 + c) 

^ c BA' / , ,v ac 

®" * X = -GIT' ^" (« + *) = -BJT' 

Mais le triangle A'AA'' est rectangle; donc 

GosAA^'B = -^^ = sinAA'B. 

AA 

^, . sin AA'B c 

sm 

2 



(96) 



Donc (c -f- ft) = 
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a sin ÂAB 



. A 
sin — 

2 



ou, en remplaçant sin ÂA'B par sa valeur 

c + 6 A AA" 

sin — 



f k tf 



a 2 AA' 

En prenant les expressions analogues pour les deux 

autres côlés, et remarquant que Ton a 

. A . B . G r 

4sm sin sin = -:=--, 

^2 2 2 R 

on a, en multipliant membre à membre, la formule qu'il 
s*agit de démontrer. 

36. Trouvei* une expression pour les côtés, les angles et les 
surfaces des triangles excentraux ÛQ'Û", ÛtoQ', û'cdÛ'', û"(i)Q. 

BF =|> — a est la projection de ÛB; donc ÛB = -^- ^- 

B 

sin - 

De la même manière, on obtient 2 

Q-B= P-^ ; 
. B ' 

sin 

2 

Donc ÛB + BÛ' = ûû' = -PJZJ* + P — ^ 



. B 

sin — 



ou QÛ' = ^ (97) 

B 

Sin 

2 

Soit R le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC; 

B B 

alors 6 = 2R sin B == 4R sin cos . 

22 

Donc ÛÛ' = 4R cos — (98) 

2 

De la même manière 

ÛÛ" = 4R cos — , et Û'Û" = 4R cos — . 

2 ^2 

Donc, si P est le demi-périmètre du triangle excentral, 

COS f- cos 1- cos — ) (99) 

2 2 2 / 
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L'aire de ce triangle est 

— ÛÛ' . ÛÛ" . sin — 

2 ' 2 

en substituant on trouve 



(A + B) 




Aire du triangle excentral 

= 8R» cos cos — cos — (100) 

2 2 2 

On sait (36) que Ton a 

ABC 

4 cos — cos cos = sin A. -|- sin B + sin G 



d'autre part, 
sin A = 



; sin B = 



; sin G = 



2R ' 2R ' 2R 

Donc, on trouve pour Taire du triangle excentral 

R(a + 6 + c) = 2Rp- (101) 

Gette expression coïncide avec celle que nous avons 
donnée (52), car ABG estle triangle orthocentrique du triangle 
excentral QÛ'Q", dont le rayon de cercle circonscrit est 2R. 

37. La surface du triangle excentral est 

«T. A B G 

8R» cos cos cos — , 



et le côté opposé à l'angle û' est 4R cos — A. 

2 

Donc la perpendiculaire menée du sommet û' sur le côté 
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B G 

opposé est 4R cos cos — (102) 

On trouvera facilement le rayon p du cercle inscrit dans 
le triangle excentral; carie rayon du cercle inscrit est égal 
à Taire du triangle divisée par son demi-périmètre. Donc 

A , B . G 

cos h cos h cos — 

4R COS cos cos 

2 2 2 

38. La projection de ûcd sur le côté a est égale à c. Donc, 

c 2R sin G T, . ^ /iAi\ 

ûo) = j^ = ^ = 4R sin — (104) 

cos cos 

2 2 

A B 

De même Ûw = 4R sin ; û'o) = 4R sin . 



On en déduit 

ÛÛ'.ÛÛ".Û'Û\Ûa).Û'(o.Û"a) = 64R3a6c (108) 
Le double de Taire du triangle ûa)û' est 

ÛcD.ûto'sin — (A + G). 

On trouve donc pour cette surface 

8R2 sin — sin — cos — (106) 

222 

que Ton peut écrire 

^ B G / A ^ B \ 

8R" cos — cos — cos — ( tff — tg — ) 

2 2 2\^22/ 

En prenant les expressions analogues pour les trois sur- 
faces qui composent le triangle ÛÛ'Û", on trouve, pour leur 
somme 

8R^ cos — cos — cos — I Ig — tg h tg — tg h tg — tg — ) . 

2 2 2\2222 22/ 

Mais comme la somme entre parenthèses est égale à i , 
on retrouve Texpression déjà indiquée (form. 100). 

(A suivre.) 
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SUR LE MINIMUM 
d'une expression algébrique a plusieurs variables. 

Par Maiiri(« (l'< 



La question qae nous nous proposons de traiter iei est 
la suivante : 

Etant données m fonctions X|, X, ... Xq de m — i variables ^ 
X, y, i et de la forme 

Xk=aka;+6kî/+ +Ak^ + ik 

trouver le minimum de la somme des carrés de ces fonctions (*). 

Etablissons d*abord le lemme suivant : 

I. LsBiMS. — Si les variables x, y, . . . . t satisfont cons- 
tamment à la relation ax + py + .... -^ xi = A, le mini- 
mum de l*expression x* + y* + • • • • + ^* * '^ P^^^ 
X _ y _ _ t 

a p T 

Démontrons d'abord le théorème pour le cas de deux 
variables seulement. 
Nous avons olx -^ py = B (1) 

Posons ap' -f" 2/* = !^ (2) 

De (1) je tire y = . 

Portant dans (2) j'ai 

^ + ( — p — ) = ^ 

ou (a« + p^)x* — 2aBx + B* — pV = G. 

(*) Cette qu stion a été traitée fort élégamment et d'une manière géné- 
rale dans les Nouvellet Annaiet (t. XVIII, janvier 1879, p. 23), par le 
R. P. Le Cointe, S. J., car le Rév. Père prend m fondions (inéaires à n 
variables. Mais sa solution très-savante sort du cadre des mathématiques 
élémentaires. 

Remarquons aussi qu'à cette question se rattache celle que M. G. de Long- 
champs a si bien traitée dans le Journal de MeUhématiques élémentaires 
(t. II, p. 197). 
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La condition de réalité des racines do cette équation est 
a«B« — (a« + p«) (B* — p» > o, 

ou a^B» > a«B* + p*B* — p«{x (x* + p*), 

B« 

ou enfin ^x > ^, ^ p, ^ 

B« 
Le minimum de [t. est donc 



a» + ,8» * 

Portant cette valeur de jx dans (2), l'équation ainsi obtenue 
jointe à Téquation (2) donne pour valeurs de x et y: 

— o^B _ PB 

d'où l'on déduit JL = 2/ _ B 



a 



P *• + ?*' 



Le minimum a donc bien lieu pour = -—-. 

a p 

Pour établir le théorème dans toute sa généralité, il nous 
suffit maintenant de démontrer qu'en prenant, sur un nombre 
quelconque de variables, deux des variables proportionnelles 
à leurs coefficients, on diminue la somme des carrés de ces 
variables. 

En effet, attribuons pour le moment aux différentes 
variables des valeurs fixes mais arbitraires, à l'exception 
de deux d'entre elles, x ei y par exemple. Alors dans 

a^ + Pî/ + ï«+ +T^ = A 

la somme yz -\- . , . . -j- "^^ prend une valeur fixe et on a 

A' étant une constante, d'après la prenfîère partie du théo- 

X t/ 

rème, le minimum de x" -\- j/' aura lieu pour = -:— . 

r 

Donc dans ce cas la somme «x* -|- î/* + ^* + • • • • + ^* 
est diminuée. 

En prenant ainsi deux à deux les diverses variables, on 
voit que le minimum de œ' + J/" + + ^* a lieu 

JOURNAL DE MATH. 1879. 20 



— 306 — 

IL — Cela posé abordons le problème. Nous avons à cher- 
cher le minimum de 

ou, comme nous supposons 

Xi = QiX + ^ly + ^1^ + • • • • + ^1^ + ^1 
X, = ajX 4- *«y + <^«^ + • . • • + K^ + 'j (1) 



Xm = OmlOO + bmy + Cm^ +•••.+ kmt -j- / 

le minimum de 

M = {a,x + b,y + . . . + hy + 

Or, considérons les équations 

a^x + *i!/ + -\- hit -j- li = o 

0,05 4- 6.y + -\- Kt -\-lt=o 



OmX + bmV + 4" f^^ + im = O 

et supposons qu'il y ait un système des m — i variables 
x,y, . . , . , t qui vérifie ces m équations à la fois, c'est- 
à-dire que le déterminant (*) de ces équations soit nul. 

Dans ce cas, la question se termine là, car le minimum 
de M est alors zéro et a lieu pour les valeurs de m — i variables 
qui vérifient à la fois les m équations précédentes. 

Mais le plus souvent ces équations n'admettent pas un 
système de solutions communes, c'est-à-dire que leur déter- 
minant n'est pas nul. 

•&i Al 

6, As 



a, 



a. 






dm 



'm 



im 



i 



m 



> 



I (*] Je me crois autorisé, tout en restant dans les limites» des Mathéma- 
tiques élémentaires, à employer la notion de déterminant, la théorie des 
déterminants ayant été exposée d'une manière élémentaire dans ce journal 
môme par M. Bourget (t. I", p. 5 et suiv.). 
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Nous représenterons ce déterminant par la lettre A. 
Or, dans le système d'équations (1) quels que soient 
X, y, , . . t, on a toujours une valeur pour chacune des 
quantités X|, X, • • . Xm* 
Donc les équations. 

04X + 61J/ + . . . + Ai^ + (K — Xj) = o, 
o«x -f 6«î/ + • • • + Kt + {1% — X,) = o, 



dmOD + bmy + . • . + hmt + (/m — Xm) = O, 

doivent toujours être vérifiées à la fois; c'est-à-dire quels 
que soient x, y, ... ^ on doit toujours avoir 



«1 
a. 



bo . 









am 



ff 



Im — jL 



m 



= O, 



OU, d'après une propriété comme des déterminants (*), 



a 



1 



a, 



dm 



b, . 


• 


. h 




b, . 

• 


• 


• 




• 

• 




• 
• 




bm ' 


• 


• Im 





«1 



Oj[ • • • J^i 

C/a • • a -^J^O 



^m 



Om • • • A. 



m 



=: O. 



Mais, le premier de ces déterminants n'est autre que le 
déterminant À défini plus haut. Quant au second, dévelop- 
pons-le par rapport aux éléments de la dernière colonne, 
en représentant par 84, \ . . , Im les déterminants 
mineurs correspondant à X^, X„ . . . Xm. Nous avons 
ainsi X^B^ — X^S, -f . . . ifc Xm 8m = A (2) 

en prenant pour Xm8m le signe -\- ou le signe — suivant 
que m est impair ou pair. 



n Voir t. I, p. 11, Propriété 5. 



— 308 — 

Nous voilà donc amenés à chercher le minimum de M 
=. Xi* + X,* -!-••• + ^m', sachant que X^, X,, 
. . . Xm satisfont constamment à la relation (2). Ce mini- 
mum aura donc lieu, d'après le lemme précédent établi, pour 

X, ^ _X«_ ^ ^ Xm 

8j — Sj zàz Sm 

Si K est la valeur de ces rapports, on voit en multipliant 
respectivement les deux termes de chacun de ces rapports 
par S,, 8.29 • • • 8,n et prenant le rapport de la somme 
des numérateurs à la somme des dénominateurs, que 

A _ A 

^^. s,2 + 5,* + . . . 4- s^« ^ 'W^' 

Il en résulte que 

Y _ ^^i Y _ ^^« Y -+- — ^^^ 

On a ainsi m équations entre les m — i variables a?, j/, 
... ^ On tire les valeurs de ces variables de m — i des 
équations obtenues; comme vérification, ces valeurs doivent 
satisfaire la m^ équation. 



NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. J. Kœnlgs, élève a a Lycée Saint-Louis. 



Je me propose de démontrer directement et par la syn- 
thèse ce théorème dû à M. Faure : 

Tout cercle circonscrit à un triangle autopolaire par rapport 
à une conique* est tel que la longueur de l a tangente issue du 
centre de la conique à ce cercle est égale à j' a» + b*. 

Soit ARS un triangle autopolaire ; la polaire RS du point A 
coupant la conique aux points B et G, les points R et S 
divisent harmoniquement le segment BG, de sorte qu'en 
appelant I le milieu de BG, a le second point de rencontra 

* L'auteur AppoWe triangle autopolaire ce que Von appelle souvent triangle 
conjugué, c'est-à-dire un triangle tel que chacun de ses sommets est par 
rapport à la conique le pôle du côté opposé. (A. M.) 
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du diamètre lA avec le cercle circonscrit au triangle ARS, 
on a IR.IS = lA.Ia = IB«. 

Le point a est fixe pour lous les cercles circonscrits à 
des triangles autopolaires ayant un sommet fixe en A, de 
sorte que OA.Oa mesure le carré de la tangente issue 
du centre à tous ces cercles. J'observe en outre que si A 
et a coïncident, l'angle BAC est droit; car dans ce cas 
la = lA = IB. Autrement dit, A est alors un point du cerc le 
lieu des angles droits circonscrits; on a OA = }^a* + ^*> 
et le cercle circonscrit est tangent en A au diamètre OA. 

Or, parmi tous les cercles circonscrits à des triangles auto- 
polaires ayant un sommet fixe en A, considérons celui qui est 
circonscrit à un triangle ayant son sommet R en un point 
d'intersecti(ni de la polaire BG avec le cercle lieu des angles 
droits circonscrits; d'après la remarque précédente, ce cercle 
est tangent en R à OB, et par suite 

OA.Oot = 0R« = a* + b\ 
ce qui démontre le théorème. 

Le même mode de démonstration s'applique au théorème 
analogue de l'espace, dû à M. Painvin : 

La quantité a' + b* -[- c" mesure le carré de la tangente 
issue du centre iune surface du second ordre à une sphère dr- 
consente à un tétraèdre conjugué. 

Si on désigne en effet ARST un tétraèdre conjugué, la 
puissance du centre I de la section par le plan RST con- 
jugué du point A est égale à la puissance de ce point I 
par rapport au cercle circonscrit RST conjugué par rapport 
à cette section ; c'est-à-dire que cette puissance est égale à 
a* -|- 6'*, 2o' et 26' étant les axes de la section (Théorème de 
Faure). On voit donc que la sphère circonscrite coupe le 
diamètre AI en un point fixe a défini par la relation 

lA.Ioc = a + 6'» 
pourvu que A soit fixe. En particulier, si lA = la 
= y/a'* + ^ '» ^® point A appartient à la sphère de centre 
I et de rayon Va* + ^*» laquelle est le lieu des sommets 
des cônes passant par la conique et capables d'un angle 
trièdre trirectangle circonscrit. 



^ 
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Donc si lA = la, A est un point de la sphère de Monge, 
ou le lieu des trièdres trirectangles circonscrits à la sur- 
face, et en même temps OA est tangente en A à la sphère 
ARST. Considérons en particulier la sphère circonscrite à 
un trétraèdre autopolaire ayant un sommet en A et un il 

autre en R' sur la sphère de Monge. Le point a étant fixe 
avec A, et OR étant tangent en R' à la sphère AR'ST, on a 

OA.Oa = OR* — o» + 6* + cS 
ce qui démontre le théorème. 

Théorème de M. Laguerre. — Soit un point P et 
une conique; on joint P aux quatre points A, B, A', B' oii la 
polaire de P coupe la conique et le cercle lieu des angles droits 
circonscrits ; les angles APA', BPB' sont égaux. 

Les bissectrices PR, PS, de l'angle APB forment avec 
la polaire AB un triangle autopolaire rectangle PRS ; le 
cercle circonscrit à ce triangle est donc orthogonal an 
centre lieu des angles droits circonscrits (Th. de Faure). 
J'en conclus que le diamètre RS du premier cercle est 
divisé harmoniquement en A' et B' par le second. Le fais- 
ceau (P, RSA'B') étant harmonique, et les deux rayons 
PR, PS rectangulaires, PR, déjà bissectrice de l'angle APB, 
l'est aussi de l'angle A 'PB', ce qui démontre le théorème. 



CONCOURS ACADEMIQUE 



ACADÉMIE DE DIJON 

Concours de 1879. 

Dans un triangle quelconque ABC, on désigne par a, 5, c les trois côtés, 
et par I un point qui détermine sur le côté BG deux segments IB, IC, 
proportionnels aux nombres p et q. Cela élant/on demande de résoudre les 
quatre questions suivantes: 

1** Calculer en fonction de a, h, c, p ei q la longueur x de la droite 
AI; 

â*» Déduire de la formule obtenue et en fonction de a, 6, c, les longueurs 
0, 6, Y des bissectrices intérieures des angles A, B, C et les longueurs 
a, 6', y des bissectrices extérieures de ces mêmes angles; 
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3» Démontrer que si les deux bissectrices intérieures 6 et y sont égales, 
les côtés correspondants & et c sont égaux ; 

4* Exprimer en fonction de la surface S du triangle et du rayon R du 
cercle circonscrit, la quantité Z déflnie par l'égalité 

a'2 — a« 6'* — 62 y'* — y« 

2Z = -r+^ - A + -g;,-:^^ sin B + -^^^^-^-^ sin C. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 



BESANÇON 



— Étant données deux circonférences concentriques, de rayons r et r\ et 
un point extérieur A, tel que OA = d, mener par ce point une sécante 
ABC telle que la portion BG, comprise entre les deux circonférences, soit 
égale à c. On calculera les angles GOB et CAO. 



DIJON 



— Par le point milieu D d'un côté d'un triangle équilatéral, mener une 
droite telle que ce point D partage intérieurement dans le rapport de i à 
2 le segment intercepté sur cette droite par les deux autres côtés du 
triangle, et calculer en fonction du côté a du triangle donné la longueur 
du même segment. 

— On donne deux circonférences tangentes extérieurement . Calculer en 
fonction de leurs rayons R et R' la perpendiculaire abaissée du milieu de 
Tune de leurs tangentes communes sur la ligne des centres. 

— Un triangle rectangle et son symétrique par rapport à l'hypoténuse 
forment un quadrilatère BAGA' dans lequel on peut inscrire une circon- 
férence ; calculer le rayon R de cette circonférence*en fonction des côtés b 
et c de l'angle droit. 



LILLE 



— Calculer à o',i deux angles dont la somme vaille 6o* et dont Tun ait 
un sinus triple du sinus de l'autre. 

— Connaissant tous les éléments d'un triangle, évaluer : 1* les segments 
déterminés sur chaque côté par le point de contact du cercle inscrit; 2' les 
côtés du triangle formé en joignant ces trois points; 3*> la surface du même 
triangle. 

— Quelle valeur faut-il donner à y dans l'équation 

x^ — 3xy + î/2 _|, 2a; — 91/ + I = o 
pour que cette équation, résolue par rapport à œ, ait ses deux racines 
égales? Entre quelles limites doit varier y pour que les valeurs de x 
soient réelles? 
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— On onne daas un trapèze ABCD la grande base &, la pelile base b' et 
la bauleur h. On demande à quelle distance x de la petite base il faut 
mener une parallèle EF à cette base pour que le trapèze ABEt' ait une 
surface donnée S^. 

-- Deux droites OÀ et OB, d'une même longueur constante a, tournent 
chacune librement autour de 0, qui est fixe ; leurs extrémités A et B sont 
des sommets opposés d'un losange articulé ADBG a^ant un côté donné c. 
On demande : 1* la longueur de la tangente menée du point au cercle 
mobile décrit de B comme centre et passant par les sommets voisins C, D 
du losange; 2* quelle relation existe pour toutes les formes que prend 
successivement le losange entre^les deux distances OC etOD de ces sommets 
au point fixe. 

LYON 

— Sur trois axes rectangulaires passant par un point 0, on prend des 
longueurs égales OA, 0A\ OB, OB', OC, OC; on joint deux à deux les six 
points A, A', B, B\ G, G'. Démontrer qu'il y a une sphère qui touche les 
huit faces de l'octaèdre ainsi formé, et calculer le volume de cette sphère 
en fonction de la longueur OA. 

— Les côtés opposés AB, GD de la base d'une pyramide quadrangulaire 
SABGD se coupent en £, et les deux autres côtés en F, de sorte que les 
faces ASB, GSD se coupent suivant SE. et les faces ASD, BSG, suivant SP. 
1* Démontrer que toute section MNPQ faite dans la pyramide par un 
plan parallèle à ESF est un parallélogramme; 2<* déterminer le point M de 
SD par exemple pour lequel la section est équivalente à un carré donné K'. 



MONTPELLIER 

— Un tronc de cône est circonscrit à une sphère R. Son volume est équi- 
valent à '— icmR^, dans lequel m est donné. Calculer les rayons des cercles 
3 ' 

de base, et discuter les formules trouvées. 



NANCY 



— Chercher quelles relations doivent exister entre les coefficients du 
polynôme Ax* + Bx^ + Ga;* + Da? + E pour qu'il soit divisible par 
a?* — o*. 



POITIERS 



— On donne le côté AB = m et l'angle A « 2a d'un losange. On fait 
tourner ce losange successivement autour : 1» de la diagonale AG; 2* de 
la diagonale BD; 3* du côté AB. On demande la surface et le volume décrits 
respectivement par l'aire et le périmètre du losange dans chacon de ces 
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trois cas; on étudiera la variation de ce volume et de cette surface lorsque m 
restant constant, a varie de toutes les manières possibles. 

— Trouver l'angle, compris entre o et 36o« qui satisfait à l'équation 

sin X cos X __ I 

~ 3 T' 

— On donne deux cordes c = 4,19; c' = 3,25 menées d'un même point 
de la circonférence aux deux extrémités d'un même diamètre; on demande 
Taire du cercle. 



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 



QUESTION 139. 

Solution par M. Hénon, élève du Lycée de Poitiers. 

Du milieu de V hypoténuse (Tun triangle rectangle on élève une 
pei'pendiculaire sur cette hypoténuse. Démontrer que les segments 
(jumelle détermine sur la droite joignant les centres des carrés 
construits sur les autres côtés du triangle sont proportionnels aux 
côtés du tt'iangle. 

Soient ABC le triangle et AEDB, ACGF les carrés construits 
sur AB et AG ayant 
O et 0' pour centre» 
respectifs. Sur BG 
décrivons un demi- 
cercle ; il passera en 
A et coupera 00' en 
M. Si. on joint M au 
milieu I de BG, cette 
droite MI sera per- 
pendiculaire sur BG, 
car Tangle MAB qui 
vaut 45® a pour me- 
sure la moitié de l'arc BM, donc cet arc vaut 90® et MI 
est perpendiculaire sur le milieu de BG. Ceci posé, les 
deux triangles MOB et MGO' sont égaux comme ayant 
MB = MG et OBM = CMC, ces angles ayant leurs côtés 
perpendiculaires, de plus ils sont rectangles. Donc OM == O'G, 




MO' = OB, et comme 

-Tb"- 
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O'C 



OB 



- 11 en résulte 



AB 



MO' 



Not€i. — Ont résolu la même question : MM. Gélinet, d'Orléans ; Pasadot, 
de Poitiers; Cordeau, École Lavoisier; Peyrabon, Johannet, à Château roux ; 
Deslais, au Mans; Hoc, de Longwy; Schlesser, Yermant, Corbeaux, à Saint- 
Quentin; Lery, àPau; Martin, à Passy; Tessier, d'Angoulème; Aille- 
ret, de Versailles; Landre, à la Flèche; Gondy, à Pontarlier; Dupuy, à 
Grenoble; Faivre et Gindre, à Lons-le-Saulnier. 



QUESTION 141. 
Solation par M. Lannes, élève du Lycée de Tarbes. 

Étant donné un triangle ABC, inscrit dans un cercle, par 
les points B et G on fait passer un cercle qui coupe AG en E 
et AB en D ; puis par les points D, A, E on mène un cercle 
qui coupe en F le cercle circonscrit au triangle ABC. Démon" 

, , . FE + FB AB 

trez la relation -=7; — t^fk- = -ttt-* 

FC -}- FD AC 

Les deux triangles DFB, CFE sont semblables comme 

équiangles, car l'angle DBF 
est égal à l'angle ECF 
comme ayant même mesure, 
l'angle ADF est égal à 
l'angle AEF pour la même 
raison et l'angle DFB est 
égal à l'angle CFE, comme 
différences d'angles respec- 
tivement égaux : on a donc 
FB _ BD _ AB — AD 

FG"""'ËC""" AC — AE 
d'où l'on lire 

(1) FB X AC — FB X AE 
= FC X AB — FC X AD 
Mais à cause de la similitude^ des triangles DFE, FBC, 
qui ont un angle égal compris entre côtés homologues pro- 
portionnels, on a 




FD 



FE 
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DE 



AD 



AE 
AB 



d'où 



FB FG BG AC 

FB X AE = FD X AB 
FG X AD = FE X AG 
et, en substituant dans Tégalité (1), elle devient 

AB _ FE + FB 
AG ~ FG + FD 

Nota, —- Ont résolu la même question: MM. Cordeau, École Lavoisier; 
Foissey, de Dijon; Cadot, Lycée Saint-Louis. 



(FB + FE)AG = (FG + FD)AB ou 



QUESTIONS 142 et 143. 
Stolation par M. Marcel Yazou, élève du Collège RoUin. 

142. — Par le sommet P d'un t7'iangle équilatéral on mène des 
droites que l'on termine aux perpendiculaires à la base passant 
par les extrémités; sur ces droites comme côtés on décrit des 
triangles équilatéraux. Démontrer que le lieu des troisièmes 
sommets de ces triangles se trouve sur la base et sur une paral- 
lèle à la base. 

Soient le triangle équilatéral PAB, ocy, x'y les perpendi cu- 
laires aux extrémités. Le 
point P se trouve à égale 
distance de ces deux droi- 
tes, de sorte que le pro- 
blème proposé peut être 
remplacé par le suivant ; 

On donne deux droites 
xy, xy et un point P à 
égale distance de ces deux 
parallèles. Par ce point on 
fait passer des droites ter- 
minées aux deux parallèles sur lesquelles on construit des 
triangles équilatéraux. Lieu des points M, troisièmes sommets 
de ces triangles. 

Soit GK une position de la droite. Du point M, sommet du 
triangle équilatéral MGK, abaissons la perpendiculaire MBA 
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sur les parallèles xy, xy', puis joignons MP et soit PH 
perpendiculaire sur MBA. Les triangles semblables MPH, 

GPC donnent : 



or 



PC ~ PG ' 

PM = ^^ = PG y/l, 



donc 



PH 
PC 



= s/3. 



Ce rapport étant constant, et PC étant également constant, 
PH Test aussi. Le lieu de M est donc une perpendiculaire 
aux deux parallèles. En calculant la longueur de la perpen- 
diculaire abaissée du point P sur AB, on trouverait la même 
valeur que ci-dessus. Par conséquent la perpendiculaire 
aux deux droites xy, xy est la droite AB elle-même. 

Il est évident qu'il y a une seconde droite symétrique de 
AB par rapport à CD qui fait partie du lieu. 

Remarque. — Ce problème n*est qu'un cas particulier du 
suivant : 

143. Par un point P pris dans le plan de deux parallèles 
xy, xy', on fnène des droites qui rencontrent ces dmtx paral- 
lèles. Sur les portions de ces droites comprises entre les deux 
parallèles on construit des triangles semblables à un triangle 
donné. On demande le lieu des troisièmes sommets de ces triangles. 
Du point P abaissons une perpendiculaire PDC bur les 

parallèles , et soit 
le triangle CDH 
semblable au trian- 
gle BAM. Menons 
HM,PH,PM.Acause 
des parallèles on a 
PD CD 




PA 



A& 



DH 



AM 
Par suite les trian- 
gles PDH et PAM 
sont semblables comme ayant un angle égal compris entre 
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côtésproportionnels, d'où il résulte que 

PD _ PH 

PA "" PM • 
Les triangles PDA et PHM étant semblables et D étant 
droit, il s'ensuit que H Test aussi. Le lieu du point M 
est donc la droite HM perpendiculaire à PH. Il y a une 
droite symétrique de la première par rapport à CD qui fait 
partie du lieu. 

^oto. — Ont résolu la question 142: MM. Tessier,Peyrabon, de Châteauroux ; 
Faivre et Gindre, de Lons-le-Saulnier; Lannes, de Tarbes; Foissey, deDijon; 
Jouvencel, de Caen; Cordeau, École Lavoisier, Paris; Dumur, de Chartres. 
Vermand, de Saint-Quentin; Libman, Collège Stanislas; Zuloaga, de Liège; 
Manceau; Deslais, au Mans; Jacquier, École normale de Charleville; Cadot, 
Lycée Saint-Louis à Paris. 

Ont résolu la question 143 : MM. Gelinet, à Orléans; Pasquier, à Bruxelles. 



QUESTION 144. 

Solnilon par M. Zuloaoa, étudiant à TUniversité de Liège. 

Si Von divise la hase BG â^un triangle en trois parties égales 
aux points Q et R, démontrer les égalités suivantes : 
Sin BAR. sin CAO = 4 sin BAQ. sin CAR. 
(cotg BAQ + cotg QAR) (cotg CAR + colg RAQ) 

= 4 cosec* QAR. 

Désignons les angles BAR, QAG, BAQ, RAG respective- 
ment par a, p, a, ^' . Il s'agit de démontrer en premier lieu 
la relation sin a sin ^ = 4 sin a sin ^' 

soit BQ = a. Le triangle BAR donne 

2a AB 

sin a sin ARB ^ ^ 

De même le triangle BAQ donne 

a AB 

(2) 



sin a sin AQB 

Divisant (I) et (2) membre à membre, il vient 

2 sin a sin AQB 

sin a sin ARB 



(3) 
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De même les triangles QAG et RAC donnent 

2a AC , a AG 

et 



sin p sin ARC sin B' sin ARC 

et en divisant ces deux égalités membre à membre, il vient 

.. 2 sin P' sin ARC 

^ ^ sin p "■ sin AQG 
Multipliant membre à membre les relations (3) et (4) on a 
4 sin a sin p' sin AQB . sin ARG 

sin a sin p sin ARB • sin AQG 

Les angles AQB et AQG sont supplémentaires, ils ont donc 




même sinus; ri en est de même des angles ARG et ARB; 
donc, le second membre est égal à i, et Ton a 

4 sin a sin p' = sin a sin p. (A) 

2® Posons QAR = y. Il s'agit de démontrer que Ton a 

(cotg a + cotg y) (cotg p' + cotg y) = 4 cosec* y- 
En effet, on a 

cotg a + cotg Y = 

Or Y -}- a == a, donc 

cotg a + cotg Y = . ^7 r (1) 

° ' sin a sm Y 

De même cotg p' + cotg y = — : — ^t-t (2) 

^ ^ * ^ * sin p sm Y 

en remarquant que y + P' = P» 
Si nous multiplions membre à membre les égalités (1) 

et (2), on a 

^. . . N siû a sin û 
(cotg a 4- cotg y) (cotg P + cotg y) = — : 7—. — Q. . ^ 
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OU) à cause de l'égalité (A) 

(cotg a + cotg y) (cotg p' + cotg y) = — r^ — = cosec» y. 

Nota, — Ont résolu la même question : MM. Dupuy, de Grenoble; Re- 
naud, de Bordeaux ; Foissey, de Dijon ; d'Àrodes, de Mont-de-Marsan ; Cre- 
vaux, Longue ville, de Gbarleville; Cadot, élève du Lycée Saint-Louis; Élie, 
du Collège Stanislas; Landre, au Prytanée de La Flèche; Hugot, de Lyon. 



QUESTIONS PROPOSEES 



^ 184. — Si, par la projection d'un point de la parabole 
sur la tangente au sommet, on abaisse une perpendiculaire 
sur le rayon vecteur issu du sommet, ces perpendiculaires 
vont concourir en un même point. (Jnlliard,) 

^ 185. — On considère l'égalité 

et on propose d'étudier les variations de y quand x varie 
de — 00 à + ^ • En stipposant a > 6, on propose de dé- 
montrer : 

1® Que a est le maximum de y; 

^ Que 6 est le minimum de y ; 

3^ Que si Ton donne à y une valeur comprise entre a et 
6, l'équation bicarrée qui donne x a ses quatre racines 
réelles, et que si l'on désigne par x^ l'une des racines, les 
trois autres sont données par les égalités 

Xi -^ x^ = o; x^x^ + ' = o ; x^x^ — i = o. 

(De Longchamps,) 

\ 186. — On considère un losange A^k^kik^, Soit C4 le 
centre du cercle circonscrit au triangle A^A^Aj. On a ainsi 
quatre points Ci, Cj, Gj, G^. On prend les milieux des lon- 
gueiirs AjGi, AjGj, A5G3, A4G4. Démontrer que la figure for- 
mée par ces quatre points est un losange homothétique à 
celui des points G|GaG,G4. (De Longchamps.) 
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187. — Décrire une circonférence ayant son centre sur 
une circonférence donnée, et coupant sous des angles don- 
nés deux droites données. 

188. — Dans un triangle donné, inscrire un rectangle 
de diagonale mininia, et donner la longueur de la diago- 
nale. (W.-J.-C. Miller.) 

180. — Montrer que si, par un môme point de l'arête d*un 
dièdre, on mène dans chaque face une droite formant un 
même angle a avec Tarête, Tangle de ces deux droites ne 
varie pas proportionnellemenl à Tangle dièdre, à moins que 
l'angle a ne soit droit. 

190. — Trouver la hauteur d'un segment sphérique à 
une base qui soit la m^ partie de la sphère. 

101. — Partager un tronc de cône par un plan parallèle 
aux bases de façon que la partie inférieure soit contenue n 
fois dans le tronc tout entier. 

102. — Le triangle qui a pour sommets les pieds des 
hauteurs du triangle formé en joignant les points de contact 
du cercle inscrit à un triangle ABC, a pour surface 

lôT* 

a*b*c*(a -f- 6 + cf 
T étant la surface du triangle ABC,, et a, 6, c les longueurs 
des côtés. (Corr. Catalan.) 

103. — On joint les sommets A,B,Û d'un triangle aux 
points kl et A,, B^ et B„ Cj et G, qui divisent en trois parties 
égales les côtés opposés. Les droites AA^, BB„ 00^ se cou- 
pent en trois points A', B', C; les droites AA„ BB,, CG, en 
trois autres points A", B", G". Démontrer que chacun des 
triangles A'B'G', A'^B'^G" est le seplième du triangle ABC. 

(Coir^ Catalan.) 

Le Rédacteur-Gérant, 
J. BOURGET. 
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THEORIE DES CENTRES 

DES MOYENNES HARMONIQUES 

Par M. Kœbler 

(Suite^ voir page 289). 



Centres des moyennes harmoniques d'un système de points non en 

ligne droite. 

II. Théorème. — Si Von donne un nombre quelconque de 
points dans un plan, A, B, C . . . et une droite SB', les axes 
des moyennes harmoniques de SS' par rapport au faisceau 
SABG. . . passent constamment par un point fixe, lorsque le 
sommet S se déplace sur la droite donnée ; ce point est le centre 
des moyennes harmoniques du système ABC . . . par rap- 
port à SS' (fig. 9). 

Je considère plusieurs positions S^, S,, S,. . .du sommet, 




•J^TaîTî %%t «3qi W|Ct o« 



et je coupe par une parallèle à SiS^ tous les faisceaux obtenus; 
celte parallèle rencontre les axes des moyennes harmoniques 
relatifs à chacun d'eux aux points g^, q^, fs» • • • V^^ <3ont 
respectivement les centres des moyennes distances de grou- 
pes (a^ bi q . .J, fa, 6, c, . .), etc. Je rapporte tous les 
segments à une origine prise sur la parallèle, et j'aurai 
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Oî. 



— ozz 



n 



n 
et par suite q^q^ = — --—-—^-— —---_____ 



M» = 



Mais on a la suite des rapports égaux : 



a^a^ a^a^ 



• • • • 



(X désignant le rapport des distances du point A aux deux 

parallèles). — ^-2— = * * =....= ji. 

De même pour les autres segments. 
On conclut de là : 

X 4- 1* 4' ^ + • • • 

9iî« = Ml • — 



M« =Mf 



n 



n 

Les deux parallèles étant divisées en parties proportion- 
nelles aux points q^, 9,, g,, . . . et 5|, «,, 53, . . • on en 
conclut que les droites Siq^, s^q^f s^q^, ... se coupent en un 
même point Q. 

12. Poncelet a donné de ce théorème une autre démons- 
tration qui a Tayantage de montrer la connexité entre le 
centre des moyennes harmoniqus et le centre des moyennes 
distances du système de points Â, B, G . . . 

Le centre des moyennes distances de n points Â, B, C . . . 
situés dans un plan, est un point Q tel que, si Ton projette 
A, B, G, . . . Q sur une droite quelconque du plan par des 
projetantes parallèles, inclinées sur cette droite ou perpendi- 
culaires, on a toujours la relation Qq = ■ 

On sait que Ton retrouve toujours le même point Q, quelle 
que soit la droite donnée et quelle que soit la direction des 
projetantes. 
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Soit DD' rintersection da plan ÂBG . . . avec un autre 
pian M arbitraire; je considère un système de projetantes 
parallèles Aa, B6, . . . Qg. Il est évident que le point q est 
le centre des moyennes distances des projections a, 6, c . . . 
Gela posé, je prends un point quelconque S dans l'espace 
comme centre de projection, et je projette A, B, G, . . . 
Q sur le plan M en A', B', G', . . . Q'. Je mène SP parallèle 
à Aa, B6, . . . jusqu'à la rencontre du plan M, puis PP' pa- 




rallèle à DD'. Les droites PA', PB', . . . PQ' seront les pers- 
pectives du système de projetantes parallèles tracées dans 
le plan ABC, et la droite PçQ' sera Taxe des moyennes har- 
moniques du faisceau PA'B'G' . . . , relatif à PP'. Si Ton 
change Torientation des projetantes, le système de points 
a, b, c, . . , q se déplace sur DD'; le point P se déplace sur 
PP'; mais la droite mobile P9 passe toujours par le point 
fixe Q', ce qu'il fallait prouver (fig. 40). 
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Centres harmoniques des divers ordres» 

13. Définition. — Si l'on donne sur une droite n points 
a^y a,, a,,. . • an et un pôle p et si Ton cherche un point q tel 

que la somme des produits rkr des n rapports — *, ^ **' 



qan 



soit égale à zéro, a sera un centre harmonique du r°*« ordre 
pon 

du système de points a^, a,. . . an par rapport au pôle p. 

Si Ton rapporte tous les points à Torigine p, on aura, en 
posant pq = x, pa^ = a^, pa, = a, etc. . . ., une équation 

, . . . , n(n — i). . . (n — r -f- i) 
du r« degré en x composée de — ^ —-^ • 

•• 2« D • • • r 

- - - /a. — ac a. — a; ar — x \ 

termes de la forme ( . . . . ). Cette 

\ ai a, Ot / 

équation détermine r points. On peut considérer ainsi des 
centres harmoniques d'ordres n — i, n — 2,. . . 3, 2, i. Le 
nombre des centres de chaque ordre est ég^l à Tordre. Il y 
a un seul centre du premier ordre, c'est précisément le cen- 
tre des moyennes harmoniques. L'étude des propriétés de 
ces divers centres est de la plus haute importance dans la 
théorie des courbes algébriques. Je me bornerai à étudier en 
détail un système de trois points donnant lieu à deux 
centres du second ordre et à un centre du premier; et 
j'indiquerai en passant les généralisations les plus impor- 
tantes et les plus faciles à saisir. 

14. Théorème I. — Si q est un centre harmonique du second 
ordre du système des trois points a, b, c, par rapport au pôle p, 
réciproquement p est un centre harmonique du premier ordre du 
même système, mais par rapport au pôle q. 

On a par définition 

pb * pc pc ' pa pa ' pc ^ 

en multipliant chaque terme par pa. pb. pc et divisant par 

pa pb . pc 
qa, qb. qCj il vient h -^ + -^ — = o, et cette équa- 
tion définit le centre des moyennes harmoniques p des 
points a, &, c par rapport au pôle g. 
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Ce théorème a déjà été donné sous une autre forme (7); 
nous avons vu qu'un point donné p peut être considéré 
comme centre des moyennes harmoniques relativement à 
deux points différents donnés par l'équation 

•a?'(a -{- b -{- c) — 2x{bc -{- ca -{- ab) + 3a6c = o (8). 
Ces deux points sont précisément les centres du second 
ordre, car Téquation (8) n'est autre chose que l'équation (7) 
développée, en faisant pq =z x, pa = a, etc. 

En général si q est un centre d'ordre r d'un système de n 
points par rapport au pôle j>, réciproquement p est un centre 
d'ordre (« — r) du même système par rapport au pôle q. 

Théorème II. — Si qi, q, sont les centres du second ordre 
du système a, b, c par rapport au pôle P; le centre du premier 
ordre du système q^, q, par rapport à p {c* est-à-dire le conju- 
gué harmonique Q de p) est en même temps le centre des 
moyennes harmoniques de a, h, c par rapport au même pôle. 

On a — TT- = . 

pQ P9i P9i 

L'équation -^ . -^ 1- . . . = o 

^ po pc ' 

peut s'écrire 

\pq pbj \pq pc/ ' 

\PÎ / P9 \P<* P& pc J pb . pc pc . pa pa , pb 
La somme des racines est 

P9t Pît 3 \pa ~ pb ^ pc / pQ 

Donc on a — ?r- =: — H — -r- 4- — -t ce qui montre 
pQ pa pb ■ pc 

que Q, conjugué harmonique de p par rapport à g^, 9, est le 

centre des moyennes harmoniques de a, b, c par rapport à p. 

Théorème III. — Si (qi, q„) (q'i, q's), sont respective-- 
ment les centres harmoniques du système (a, b, c) pour deux 



■■o 
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pâles diffërenU p, p , le conjugué harmonique de p par jvpport 
à q\, q't coincidera avec celui de p' par rapport à q^, q^. 

Je rapporte les deux pôles p, p\ et les points a, b, c 
à une origine arbitraire prise sur la droite abc; soient 
Op =p, Oa = A, 06 = B, etc. Dans l'équation (8), qui 
À pour racines les distances du pôle p aux deux centres q^ 
et g,, il faudra remplacer a?, a, 6, c par X — p, A — p, 
B— p, C— p. 

Elle deviendra (X — p)«(A + B + C — 3p) — 2(X — p) 
[(B-p)(C-p) +(C-pXA-p)+ (A -p)(B-p)] 

+ 3(A-p)(B-p)(C-p) = o, 
et aura pour racines les distances Oq^, Oq^, En effectuant 
les multiplications et posant pour abréger 

A + B + C = Si 
BG + CA + AB = S, 

ABC = S, 
on a : X«(S4 — 3p) — 2X(S, — pS^ + 38, — pS, = o (9). 
De même les distances Oq\f Oq\j sont données par l'équa- 
tion 
X'«(Si — 3p') — 2X'(S, — p'S)4 + 3S, — p'S, = o (9'). 
Pour avoir le conjugué harmonique Q de p par rapport 
aux points qi et q^y il faut partir de la relation 

. ^ _^ ^ 



u it^ -+- -■ » I 



p'Q " pqt P9i 

ou bien i — j^ == .> ,l -j- 



:• I 



OQ~p' - X, ^p' ' X, — p* 
X( etXt désignant les longueurs O9,, 0^}, racines de l'écpia- 
tiba (9). 

On tire de là OQ = ^^i^* - p(^i -^ ^0) 

X, 4- X, ^ ap 

et comoie 

-^1 T -^ =• g^ -^3p ' *»-^? - S,^3p 

S, - 2pS. - a/>'(S. - 8,1)) 

(S, - fiSj) - ap'(S, - 3p) 
_ 6S, — 2S,(p + p') + app'S, 

a8, - a6,(p -H p) + 6w' 
Pour obUniP !« oonjugué de |i par rtpport aux poinU 



« viajjt OQ »=? -^^ 

2 
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9 1' 939 îl suffit évidemment de remplacer dans l'expression 
précédente p parp', et p' par p; comme elle est symétrique 
par rapport à p et p', elle ne change pas, et le théorème 
est démontré. 

Théorème IV. — Les centres harmoniques du second 
ordre de tous les points de la droite abc par rapport au système 
(a, b, c) forment une involution qttadratique. 

Ce théorème résulte immédiatement de Téquation (9) qui 
peut s'écrire S^X» — 2S,X + 3S, — p(3X«— 2SiX + S,) =o; 
comme elle est de la forme ax* + '^^ + c -f- ^(«'ac* + Vx 
■^c) = Oy les groupes de points qu'elle détermine, quand on 
fait varier p, sont en involution. 

Pour avoir le point central de l'involution, il faut sup- 
poser qu'une des valeurs de X devient infinie, ce qui donne 

Si — 3p = o ou p = — ~- = r— ^^^ — . Le point p, 

par rapport auquel on prend les centres harmoniques, est 

alors le centre des moyennes distances de a, b, c. Le point 

central est donné par celle des valeurs de X qui n'est pas 

infinie, c'est-à-dire 

SiS, 



3S, — 



^~-2(g;-pS.) ='7: §77 = 68,- 20,4- 



Si l'on fait coïncider le point p avec un des points du sys- 
tème d, 6, c, avec a par exemple, il faut faire p ^^ A. dans 
l'équation (9) ou bien a = Q dans l'équation (8), qui est mieux 
appropriée h ce cas particulier. On obtient alors œ^{b -f- c) 

^— »6ca? 3=3 o, d'oh ce' = 0, œ' =; . ,. , L'un des centres est 

-4- c 

le point a lui-même, l'autre est le conjugué harmonique de 

a par rapport au segment bc. 

Soieut a, p, Y 1^^ conjugué» harmoniques de a, b, c par 

rapport à (b, c), (c, a), (a, b) respectivement. La connaissance 

des segments aa, bp, cy qui fout partie de rinvoluiioui ou 

même de deux d'autre eux peulement^ permet de construire 

Iç poiut central, Il sufiit de décrire deux cirçonféreuces sur 



1 
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oa, 6^ comme diamètres ; la corde commune passe au poiat 
central. On voit aussi que les points doubles de rinvolution 
sont imaginaires ; car les segments oa, bp empiètent néces- 
sairement l'un sur Taulre. 

Remarque. — On peut ajouter que les pôles p et les points 
milieux des segments 919^ qui leur correspondent, déterminent 
sur la droite abc deux divisions homographiques. La distance 
de Torigine au point milieu z du segment q^q^ qui répond au 
point p est donnée, en effet, d'après l'équation (9) par la 

formule % = ^ — ^^ ; on a donc entre les points variables 

^1 — 3p 

z eip une relation d'homograpbie 3pz — S^(z -\-p)-\-S^ = o. 
Les deux divisions sont même en involution, puisque ;s et p 
ont le même coefficient dans la relation précédente. 

Théorème V. — Soit q un centre harmonique du second 
ordre pour un système de trois points a, b^ c m ligne droite, 
par rapport à un pôle p; si l'on projette tous ces points sur 
une transversale quelconque par des rayons issu^ d^un centre S, 
le point q', projection de q, sera un centre harmonique du second 
ordre pour le système des points a', b', c'., projections de a, b, c, 
et pour le pôle p', projection de p. 

La démonstration de ce théorème peut être calquée sur 
celle que j'ai donnée au n® 6 pour la projectivité du centre 

des moyennes harmoniques. On a — — = X 



pa pd pb 

= x4^,...etc. 

La relation J^ . JL ^ JL . J£« + Jl . 4. = o 

pb pc ' pc pa pa pb 

entraîne donc la suivante —r^y . \,^r + 

qa^ Jb_ 
^ pa • pb' ^ 

D'après cela on peut appliquer à un faisceau de rayons 
issus d'un même point ce qui a été dit pour un système de 
points en ligne droite, considérer les axes harmoniques du 
second ordre d'un faisceau de trois rayons par rapport à un 
autre rayon issu d'un même centre, et appliquer aux axes 



'■Et • r f I „»_' • '' 

pb pc pc pa 



— 329 — 

harmoniques les théorëmes démontrés pour les centres har- 
moniques. 

La propriété projective s'étend manifestement aux centres 
et axes harmoniques de tous les ordres. Gela résulte de ce 
que réquation de définition est homogène par rapport aux 

quotients tels que-^ — . (A suivre,) 

NOTE SUR LE TRIANGLE 

Traduit de Tanglais de Touvrage A TreatUe on some new geometrical methods. 
Par dlantes Booth, membre de la Société Royale de Londres. 

(SuUe. Voir page 298.) 



39. Le carré de la distance de deux centres des cercles ex- 
inscrits à un triangle surpasse le carré de la somme de leurs 
rayons du carré du côté opposé dans le triangle. 

Soient r et r" les rayons des cercles opposés aux angles 
A et G du triangle. On a 

_ pr ^ _ pr 



Donc r + '*^' = 



p — a p — c 

prb p^r^b (p — 6) 



(p — a)(p — c) r.pV 



s«.s 



^ , . b(p — h) , , B 

ou r 4- r == — ^ — = b cotg . 

r 2 

Soit ûû' la ligne qui joint les centres û et Q' alors on a 
(form. 97) ; ÛÛ' = frcoséc — . 



Donc 

coséc» colg» ) = 6». 

(107) 
40. La somme des carrés des tangentes menées des quatre 
centres des cercles de contact d^un triangle à un cercle quel- 
conque passant par le centre du cercle circonscrit, est égale à 
trois fois le carré d/u diamètre du cercle circonscrit. 
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Soient «o, O' û" les centres des quatre cercles de con- 
tac*, le centre du cercle circonscrit par lequel passe 
le diamètre HD, perpendiculaire à la base BG. Soit Q le 
centre d'un cercle quelconque passant par le centre du 



-I •= -: -t — 




\-..- 



cercle circonscrit. Joignons le point Q aux points &>, U, Q\ 
Q'\ Of H, Dt et joignons le point H au point G ainsi que D 
au point C On a 

QQ» + Qco* = 2QD« + iPC*, puisque DC=Dai. 
Qû'« + Qû"« = 2QH« -j- 2HC* 

Mais 2QD* + ^QH* s? 4R'« -f 4R« 
et 2DG« 4- 2GH« = 8RV 

Donc 
(Qo)» - R'«) + (Qû« — R'«) :f (Qû'« — R'«) + (Qû"« — R'«) ?== i >R* 

(108) 

Mais, dans le premier membre, chaque expression entre 
parenthèses représente le carré de la tangente menée de 
Tun des centras des oaroles de contact au carcla Q dont 
la rayon est R'. 

Si R' c^ o, o-eit-à'-dira si la oerole arbitraira te réduit à 
un point, on retrouve un théorème déjk établi (form. 47). . 
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41. Si les côtés du triangle excentral Ûû'û'' sont prolongés, 
et que Von prenne les cercles de contact touchant les côtés de ce 
triangle, de manière que les centres de ces cercles forment un 
nouveau triangle excentral, et si Von continue de même, les trian- 
gles successifs ainsi formés tendent vers un triangle équilatéraL 

Soient A, B, C les angles du triangle donné. A', B\ G' 
ceux du premier triangle dérivé, A", B", G" ceux du second, 
et ainsi de suite. Alors 

(A + B); 
(B - C). 



A' 


I 

2 


(B + G); 


B' 


I 
2 


■ (C + A) 


;C' 


I 

2 




Donc B 


' — A' — ■ 


I 

2 


(A- 


B); C - 


B' — 


I 
2 






A' 


— 


C — 


^(0- 


A). 





Donc les différences entre les angles du premier triangle 
dérivé sont les moitiés des différences entre les angles du 
triangle primitif. 

On aura de même 

A" = -^ (B' + C); B" = J- (C + A'); G' = -^ (A' + B'). 

^22 

et par suite 

A" — B'' = — (B' — A') == — (A — B). 

2 4 

Donc la différence entre les angles A^^ et B'^ est le quart 

da la différence entra les anglei A et B ; on a un résultat 

analogue pour len autre» angles; dono le» trianglei çuoee»- 

sifi ont pour limite un triangle équilatéral, 

SUR LES TRIANGLES DONT LPIS ^MlfJSTS SQNT TROIS DE3 QUATÏ^K 
C]SNTRES DES CERCLES INSCRITS ET E^-INSCR|TS. 

43, Dani le triangle donné ABQ, con»idéroni le centre w 
du oercle inscrit» et les) centres Q, Q\ q!' des cercle» m^^ 
inscrits. Menons le» lignes BO, BO' et B(o« On sait que Bcp 
est la bissectrice de Tangle S, et que BQ est le bissectrice 
del-angle extérieur ; donc Bo» et BQ se coupent à angle droit* 
Il en résulte que OBQ' est une ligne droite. Bn d'entrés 
termes, les lignes qui joignent les centres des cercles Wr 

inscrits passent par les sommets du triangle ABG. 
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Le triangle Ûû'û" peut s'appeler le triangle excentral pnn- 
cipaL 

Nous ayons trois autres triangles excentraux en prenant 
le centre <■> avec deux des centres des cercles ex -inscrits. 




Les côtés de ces trois triangles passent aussi par les som- 
mets ABC. 

Tous les cercles circonscrits à ces quatre triangles sont 
égaux. En effet, on sait que le diamètre du cercle circons- 
crit à un triangle est égal à l'un des côtés divisé par le 
sinus de l'angle opposé. Mais sin QÛ'Û'^ = sin OtaQ", car 
l'angle AwB est le supplément Aû'B. 

Le triangle ABC est le triangle orthocentrique du triangle 
excentral QQ'Qf', et w est l'orthocentre du même triangle 
excentral. Gela est évident, car Aû, B'^û, GQ' sont les hau- 
teurs du triangle ûû'û'^ et elles passent par w. 

Un quelconque des quatre centres des cercles de contact 
est Forthocentre du triangle ayant pour sommets les trois 
autres centres des cercles de contact. Ainsi û est l'ortho- 
centre du triangle Q'(ùCÏ\ Gela est évident à l'inspection de 
la figure. 



\ 



— ass- 
is. Puisque les perpendiculaires menées des sommets d'un 
triangle sur les côtés du triangle orthocentrique se cou- 
pent en un point, centre du cercle circonscrit au triangle 
donné (voir n** 16), il en résulte que : 

Si des quatre centres des cercles de contact on abaisse douze 
perpendiculaires sur les côtés, ces perpendiculaires se rencontrent 
trois par trois en quatre points^ et ces quatre points sont les 
centres des cercles circonscrits aux quatre triangles excentraux. 

44. Puisque le triangle ABC est le triangle orthocentrique 
de Tun des triangles excentraux, le rayon du cercle cir- 
conscrit à ABC est la moitié du rayon du cercle Qû'û'^ ou 
de Tun quelconque de ses égaux Qct>û\ etc. 

45. Le cercle des neuf points ABC bissecte tous les rayons 
vecteurs menés de Vorthocentre de l'un des triangles eoccentraux 
à la circonférence circonscrite au même, triangle. 

Soit 0) Torthocentre et ABC le cercle des neuf points du 
triangle Ûû'û". Soit v le centre du cercle des neuf points, on 
sait que v est le milieu de Ow, et comme le rayon OT du 
cercle ûû'û" est double de celui du cercle des neuf points 
ABC, OT est le double de vr. Donc OT est parallèle à vt 
et (ov = tT. 

Si Ton prend le triangle Ûwû', dont Q," est Torthocentre, et 
0' le centre du cercle circonscrit au triangle considéré, 
alors O'M est double de vjx, et Û'^O' est double de Û%. Donc 
û"{jL = piM. Donc le cercle des neuf points bissecte les rayons 
menés de Torthocentre û'' à la circonférence du cercle cir- 
conscrit au triangle Qcoû'. 

46. Les lignes qui joignent Vorthocentre de fun des triangles 
excentraux au centre du cercle circonscrit à ce triangle passent 
par un même point. — Ce théorème est évident, car toutes 
ces lignes passent par le centre du cercle des neuf points. 

47. Si par les centres Û, û', û" des ceixles de contact, on 
mène des lignes droites qui passent par les milieux des côtés 
opposés du triangle, ces lignes prolongées se coupent en U7i 
même point. 
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Soit I le milieu du côté BG; alors, la surface du triangle 
Bûl est égale à celle du triangle ûCI. Mais le double de 
Taire du triangle QBI est égal à ûI.ûB sin BQI, et le double 
de Taire du triangle ûGI est égal à Ûl.ûC sin Gûl. Or, en 
divisant par ûl, on a 

sin BQ I ÛG cos p 

sin GÙl ÙB cos y 

En formant des expressions analogues pour les centres 
Q' et Q!^ on trouve 

sin Bûl . 5in Gû'l' . sin Aûl" cos p cos y cos a 

sin Gûl • sin Bû'F . sin Aû'T cos y cos a cos p 

Mais on sait que lorsque trois droites menées par les som- 
mets d'un triangle font avec chaque côté des angles tels 
que le produit des sinus de trois des angles est égal au 
produit des sinus des trois autres angles, ces droites passent 
par un même point. 

SUR LES CERCLES RADICAUX d'uN TRUNGLE. 

48. Si, sur les six lignes qui joignent deux à deux les 
centres des quatre cercles de contact, comme diamètre, 
ou décrit des circonférences, il est facile de voir (4S) que 
les centres de ces six circonférences sont sur la circonfé- 
rence du cercle ABG. Nous diviserons ces diamètres en 
deux séries : ceux qui ont une extrémité en <o, et ceux dont 
les extrémités sont Jes centres Û, û', û'' des cercles de con- 
tact extérieurs, et nous appellerons les premiers les dia- 
mètres intérieurs, et les seconds les diamètres extérieurs. Les 
centres des cercles radicaux intérieurs sont aux points 
milieux N, N', N" des arcs AB, BG, GA, tandis que les 
centres des cercles radicaux extérieurs sont aux points 
milieux M, M', M", des suppléments de ces arcs, de telle 
sorte que les six centres des cercles radicaux sont sur la 
circonférence du cercle circonscrit au triangle ABG et sur 
trois diamètres respectivement perpendiculaires aux trois 
côtés. 

Les côtés du triangle sont les axes radicaux d'un système 
formé d'un cercle intérieur et d*un cercle extérieur, tandis 
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que les bissectrices sont les axes radicaux d'un système 
formé de deux cercles de la même espèce. 

Puisque (o est l'orthocentre du triangle QÙ'Q", «oN = 
Nû' et (oN; = N'Û. Donc NN' est parallèle à Ûû' et égala la 
moitié de cette ligne. Delà même manière, puisque û" est 




rorlhocentre du triangle ûu)û', MM" est égal à la moitié de 
ÛÛ'et lui est parallèle. Donc MM" =: NN'; de même NM 
= N'M" et la ligure NMM"N' est un rectangle dont les côtés 
sont évidemment 

2R cos et 2R sin . 



2 2 

49. On a vu (98) que Ton a 

ABC 
ûû" = 4K cos — , ûû' == 4R cos — , Ûû" = 4R cos — 

jt Jt jL 

et aussi (104) 

A A C 

û w = 4R sin — , û'o) = 4R cos — , û(i) = 4R sin — • 

En élevant ces expressions au carré, on a, en les ajoutant 
deux à deux : 

û(o« -|- û'û"« = i6R«; ÛV -f Û"Û« = i6R«;| 

û"a>« + ûû'« = i6R«. i (^^^^ 

Donc la somme des carrés d'un côté d'un triangle et de la 
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distance de son orthocentre au sommet opposé au côté considéré 
est égale au carré du diamètre du cercle circonscrit. 

On a vu que, si P représente le demi-périmëtre du triangle 
excentrai, on a 

P = 2R( cos f- COS f- COS j. 

De même, si P' est la demi-somme des lignes menées du 
point (t> aux sommets du triangle excentrai, on a 

P = 2R( sm 1- sm \- sm j. 

\ 2 2 2 / 

On a, en reprenant les expressions ci-dessus, 

= 1 6R*( cos* j- cos* 1- cos* V 

\ 2 2 2 / 

En réduisant, en remplaçant d'abord les cosinus par leurs 
valeurs, on trouve, en s'appuyant sur des formules déjà 
démontrées (13) 

ÛÛ'« + Û'û'* + Û"Û* = 8R(4R + r) (109) 

On trouve de la même manière 

ûco* + û'co* + û'V = 8R(4R — r). (110) 

Donc la somme des carrés des côtés du triangle excentral 
est égale à 8R(4R + r), et la somme des carrés des distan- 
ces des sommets de ce triangle au point a> est égale à 
8R(4R — r). 

« 

SO. Les propriétés déjà démontrées nous permettent d'éta- 
blir que les six axes radicaux des cercles inscrits et ex-inscrits à 
un triangle, pris par groupes de deux, se coupent à angle droit 
au milieu des côtés d'un triangle et sont parallèles aux côtés et 
aux hauteurs du triangle excentral principal. 

De même, si ABC est un triangle, w, û, û', û" les quatre 
centres de contact, on peut avec ces quatre centres former 
trois quadrilatères complets. Les douze cercles drconscHts aux 
triangles qui composent ces quadrilatères passent quatre par 
quatre aux points A, B, G, et leurs centres sont confondus deux 
par deux en six points sur la circonférence circonscrite au 
triangle ABC. (A suivre,) 
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BACCALAUREAT ES SCIENCES 



FACULTÉ DE DIJON. 

Session de Juillet 1879. 

Un polygone régulier de douze côtés étant inscrit dans un cercle de 
rayon r, on demande de calculer en fonction der: 1* le côté c; 2» l'apo- 
thème a ; 3*> la surface S de ce polygone. On aura soin de simplifier le 
plus possible chacune des expressions obtenues. 

— Déterminer les valeurs de x qui rendent maxima ou minima l'expres- 
sion COS X -\- COS 2X. 

— On lance un projectile verticalement; exprimer, en fonction de sa 
vitesse initiale Vo et de l'intensité g de la pesanteur, le temps qu'il met à 
parcourir la moitié de la hauteur du point le plus élevé de sa course. 

— Calculer le volume engendré par la rotation d'un triangle équilatéral 
de côté a autour d'un axe situé dans le plan de ce triangle passant par 
un de ses sommets, et faisant avec le côté opposé un angle de 30*. 

— Dans un triangle donné ABC, exprimer la longueur de la bissectrice 
intérieure de l'angle Â, au moyen des lignes trigonométriques de cet angle, 
et des longueurs b, c, des côtés qui le comprennent. 

— Trouver tous les arcs qui satisfont à l'équation 

sin bx = sin 70?. 



FACULTÉ DE PARIS 

Session de Juillet 1879. 

Étant donnée l'équation du second degré 

x^ + px + q = o, 
former l'équation du second degré qui admet pour racines les carrés des 
racines de la précédente. 

-^ D'un point 0, on mène à une droite AX une perpendiculaire OA, et 
trois obliques OB, OC, OD telles que les trois angles AOB, BOC, COD soient 
égaux; connaissant les longueurs OA = a, AB =r 6 calculer AC et AD. 

— Soient V, V, V", les volumes engendrés par un môme triangle rec- 
tangle qu'on fait tourner successivement autour de son hypoténuse et 
autour de chacun de ses côtés de l'angle droit. Prouver que Ton a 

y2 y'2 *^ y»2 * 

— - Calculer les tangentes des angles d'un triangle sachant que les côtés 
ont pour valeur 3, 4 et 5. 
•— Trouver la plus grande et la plus petite valeur de l'expression 

X 

lorsque la variable x prend toutes les valeurs possibles. 

JOURNAL DE MATH. 1879. 22 
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-> Calculer le rayon de base et la hauteur d'un cône connaissant son 
4 
volume -^«a'y et sa surface totale x 6^. 

— Les quantités variables a; et y étant assujetties à vérifier l'équation, 

aï* + y» -i- av = K» 
assigner les valeurs de a; et y qui font prendre à l'eipression 

ax -\-by 
sa plus grande valeur, et dire quelle est cette valeur matima. 

— Etant donné un tétraèdre ÂBCD, on demande: l*de prouver que les 
milieux des quatre arêtes AC, AD, BG, BD partant des points A et B sont 
dans un même plan ; 2* de trouver le volume des deux solides dans lesquels 
le plan qui passe par ces milieux décompose le tétraèdre, connaissant le 
volume de ce tétraèdre. 

— Rendre calculable par logarithmes Texpression 

sin a + sin 5 4" sin c + sin d, 
sachant que a + &4'^ + ^'= 36o*. 
•^ Dans le triangle ABC on donne : 

A = 6o^; 6 = c[2 + s/J) 

B — C 
Calculer la tangente de l'angle , puis les angles B et C. 

— On donne le rayon r du demi-cercle AOB; calculer le côté CD du 
trapèze inscrit ABGD, dans lequel la somme des bases est égale à la somme 
des deux autres côtés. 

— Soit AB le diamètre d'un cercle; on demande quel angle doit faire la 
corde AC avec ce diamètre, pour que les volumes engendrés par les seg- 
ments du cercle AMC, BNG tournant autour de AB soient dans le rapport 
de 9 à I. 

— Le rapport — des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle est 

c 

égal à 2 4- ^T, Calculer le cosinus de la différence B — G des deux 

angles aigus. 

— On donne les deux bases a et 6 d'un trapèze, la hauteur h et Tangle V 
qui font entre eux les prolongements des côtés non parallèles. Calculer les 
longueurs de ces côtés. On suppose b > a. On appliquera les formules 
trouvées au cas de: 

a = 2; b = 5; c sa \3; V = 60". 
'- A quelles conditions doivent satisfaire les nombres l,m, n, pour que 
les trois équations a? — /y — n = o, 

y — Ix — w = 0, 
nx -\- my — i =0, 
puissent être vérifiées par un même système de valeurs de x et y. 

— La hauteur d'une pyramide hexagonale régulière est égale au côté 
de la base; calculer le cosinus de l'angle des deux faces latérales adjacentes. 

— Un levier AB est formé par une barre rectiligne homogène de lon- 
gueur 2, et de poids p. Le point d'appui C divise la barre de façon que 
AC =3 2CB. Quelle est, en tenant compte du poids de la barre, Téquation 
d'équilibre du levier sollicité à ses extrémités A et B par deux forces F 
et F parallèles à la direction de la pesanteur? 

— Connaissant la somme 4a des diagonales d'un losange et le rayon r 
du cercle inscrit, calculer les deux diagonales et la longueur du côté. On 
appliquera au cas où l'on donne a=:i7,5;rs=:i2. 
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— Les deux traces d'un plan font avec la ligne de terre un même angle 
donné a. Calculer la tangente de l'angle de la ligne de terre avec le plan. 

— Un corps pesant est placé sur un plan incliné faisant un angle de 45* 
avec le plan horizontal ; P désignant son poids, quelle sera la grandeur de 
la force qu'il faudra lui appliquer pour le maintenir en repos, cette force 
étant supposée dirigée suivant la ligne de plus grande pente du plan ? 



FA(]ULTÉ DE BORDEAUX 

Session de Juillet 1879. 

Étant données les trois arêtes a, 6, c d'un parallélépipède rectangle, 
calculer Tangle des diagonales. 

— Résoudre l'équation 

tg(a? 4- «) + *g(^ — a) — 2C0lg X = o. 
-* On propose à une personne d'échanger une rente viagère de 80 francs 
qu'elle reçoit contre 1000 francs une fois payés; la personne accepte et 
survit 8 ans à ce marché. Lequel des deux contractants a gagné à cet 
échange? On supposera le taux d'intérêt à 5 0/0 par an. 

— On mène à une circonférence de rayon r, quatre tangentes parallèles 
deux à deux, qui, par leur intersection, forment un parallélogramme. Cal- 
culer la surface de ce parallélogramme, connaissant l'angle A de deux 
tangentes consécutives. 

— On donne la hauteur h d'un cône et l'angle a que fait cette hauteur 
avec l'arête. Calculer le rayon d'un cercle' dont l'aire est moyenne propor- 
tionnelle entre la surface latérale du cône et celle de son cercle de base. 
Application h = i'",226; « = 29» 42'. 

«- Résoudre l'équation 

a + a? & + a; __ b^ 

6-|-a? a '\' X ~" 2* 

Vériûcation. 

— Calculer le volume et la surface totale du solide engendré par la 
révolution du parallélogramme ABCD autour de BA, en admettant 

AB = 35»; AD = 26-; BAD = io5*. 

— Deux droites qui font entre elles un angle a inférieur à 90** étant 
données, on prend AB = a ; de B, on abaisse une perpendiculaire BD sur 
AX; du pied D de cette perpendiculaire, on abaisse DE perpendiculaire à 
AB; puis EF perpendiculaire à AD, etc. Calculer: 1» la somme des 17 pre- 
mières perpendiculaires; 2* la limite vers laquelle tend la somme d'un 
nombre infini de ces perpendiculaires. \ 

— Résoudre le système a? + y = o* -f- 6* \ 

40^ = o* -h o'i>* + 6*. " . 
Vérifier une des valeurs trouvées. 

— La distance des centres de deux cercles est égale à a; l'angle que 
font leurs tangentes extérieures est égal à 2a; l'angle des tangentes inté- 
rieures égal à 26. Calculer les rayons des cercles. Application : 

a = 714" 
2a = 36» 8' 
26 = 104* 12' 
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FACULTÉ DE LILLE 

Session de laiUet 1879. 

Enoncé des trois lois de Kepler. *- Sachant que la durée de la révo- 
lution sidérale de la Terre est de 365j,256 et celle de Mars 686j,979 ; 
évaluer la distance moyenne de Mars au Soleil, en prenant pour unité la 
distance moyenne de la Terre au Soleil. 

— Étant donnée une ellipse dont on connaît le grand axe et la distance 
focale, on décrit avec le rayon R une circonférence qui lui soit concentrique. 
Si M est l'un des points d'intersection des deux courbes, on demande de 
calculer les rayons vecteurs MF et MF' de ce point. Condition de possibi- 
lité déduite des formules. 

— Enlre quelles limites varie l'expression : 

x^ — lax 4- I 

X^ + 200? — I 

quand x croit d'une manière continue de — oo à •\- cc^ a désignant une 
constante quelconque ? Pour quelle valeur extrême de a le maximum 
et le minimum de l'expression deviennent-ils égaux ? 

— Étant donné un carré ABGD, trouver sur le côté CD supposé prolongé 

MA 
indéfiniment le point M pour lequel le rapport a la plus grande va- 

MB 

leur possible. 

— Résoudre exactement l'équation : 

%\n^[x + i5) — sin*(a? — i5) = — . 

4 

— Trois forces verticales et de même sens sont appliquées aux trois 
sommets A, B, C d'un triangle horizontal donné, on donne aussi le point 
d'application D de leur résultante. Quelle relation obtient-on entre les deux 
forces appliquées en B et C et les deux triangles ADB, ADC quand on 
emploie le théorème des moments par rapport à l'axe DÂ. Trouver le rap- 
port des surfaces des trois triangles ÀDB, ADC, BDC. 

— Par l'extrémité À du diamètre AB d'une demi-circonférence, on mène 
une corde AC, et par h point C une corde CD parallèle au diamètre. 
Déterminer, à une seconde près, Tangle BAC de telle manière que la corde 
AC soit le double de la corde CD. 

— Pour établir une communication entre les deux rives d'un torrent, on a 
le choix de construire soit un pont en bois, qui coûtera seulement 
40000 francs, mais qui s'usera vite et qu^on devra reconstruire tous les 
3o ans, soit un pont en pierres qui coûtera 1 20000 francs, mais dont la 
durée est supposée infinie. On demande quelle est de ces deux construc- 
tions la plus économique, en supposant le taux de l'intérêt de 5 0/0, et ea 
admettant que le capital emprunté pour payer chaque construction doive 
être amorti au moyen d'annuités successives égales, payables à la fin de 
chaque année, et réparties sur tout le nombre d'années que durera le pont. 

— Connaissant dans une ellipse le grand axe 2a, et la distance focale 2c, 
on considère le point M de cette courbe dont le rayon vecteur est FM =» r ; 
on abaisse de ce point la f>erpendiculaire MP sur le grand axe. Évaluer 

'aire OHP et trouver la valeur de r pour laquelle cette aire est maxima. 
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— Rendre calculables par logarithmes les expressions 

I -h cos A; I + sin A; 
sin A CQIB A 

I :!: COS A ' I d: sin A ' 

—Une tour haute de 45 mètres est construite au-dessus d'un sol horizontal. 
On lance horizontalement du haut de la tour une balle de plomb, et elle 
va toucher le sol à une distance du pied de la tour égale à 70 mètres. 
On demande quelle vitesse initiale a été imprimée à la balle. 

— Comment faut-il mener la corde CD parallèle au diamètre AB d'une 
demi-circonférence pour que le périmètre du trapèze ABCD soit maximum? 
Éviter de prendre pour inconnue la distance de la corde CD au centre. 



CONCOURS ACADÉMIQUS 



POITIERS 1879 
Sois Itou par M. Babu, élève au Lycée de Niort. 

{Copie cof-ronnée,] 

Su7' le diamètre AB d'uw^cercle on prend AG = AB, et on 
mène en C une perpendiculaire à CAB. On joint un point quel-^ 
conque P de cette perpendiculaire au point A ; /a droite PA 
rencontre la circonférence en H. La droite BH rencontre GP 
en Q. On mène par P une parallèle à GAB qui rencontre QA. 
en R et par le point Q une parallèle à GAB qui rencontre PA 
en M. La figure ainsi formée jouit des propriétés suivantes : * 

1® Le produit PG X GQ est constant. Les triangles CPA, 
CQB sont semblables, car les angles GPA, QBG ont leurs: 
côtés perpendiculaires. On peut donc écrire : 

-^ = -g^ ; d'où PG.CQ = CA.GB = K'. 

9f* On a -=rrr- = -tttt- Car dans le faisceau de quatre 
PM HM 

droites QC, QA, QB, QM, Tun des rayons est parallèle à 

une droite divisée en deux parties égales par les trois 

autres rayons ; ce faisceau est donc harmonique'. 

3^ Les trois points P, K, B sont en ligne droite. Joignons le 



* Le lecleur est prié de faire la figure; 
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point B aux points K et P. Les triangles AKB, PCB, rectan- 
ffles l'un en A, l'autre en G sont semblables; en effet la simi- 
^ AK AC 

litude des triangles AKB, ACQ nous donne -— - = -qq-; 

. AC' PC 

les triangles PCA, CBQ donnent aussi -^ = -Qg-- 

Donc on a -^ = TTo-' ^^^ ^^^^® ^®® droites BK et BP 

KB ^i5 

sont confondues. 

4* Les points R, B, M sont en ligne droite. Je joins le point 
R aux points B et M, je dis que les deux droites RB et RM 
sont confondues. En effet, les triangles PAR, MAQ nous 

RA _ PA 
donnent "rÔT — PM ' 

AB HA -_ . 

d'ailleurs, d'après la construction, -^ = -g^ . Mais 

PA HA , RA. _ AB 

nous avons vu que -^ = -gj^ ; donc -^ ^ "^^'^^ 

les deux triangles RAB, RQM sont semblables ; il en ré- 
suite que les droites RB et RM sont confondues. 

8* La droite KM passe par un point fioce. Cela résulte de la 
propriété précédente. En effet, la ligne MO passe par le mi- 
lieu de PR ; de môme la droite KO passe par le milieu de 
PR. Donc les droites KO, MO qui ont deux points communs 
se confondent et par suite MK passe par le centre du cercle. 
De plus MK = MA, car le triangle KMQ est semblable au 
triangle isocèle AKO. 

6* La droite HK passe par un point fixe. Ce point fixe est le 
point D où HK rencontre AB. En effet, d'après une propriété 
connue des polaires dans le cercle, le point D appartient aux 
polaires des points P et Q, et par conséquent il est le pôle 
de la droite fixe GP. 

70 jYouver le lieu des points M et R. Le point M, d'après 
la propriété (S), est également distant de la circonférence 
OA et de la droite PQ. Par conséquent, si Ton mène une 
droite parallèle à PQ, du côté du cercle, et distante de PQ 
d'une longueur égale à OA, le point M sera également dis- 
tant du point et de cette parallèle. Il sera donc sur une 
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parabole ayant pour foyer, et la droite ainsi construite 
pour directrice. Le môme raisonnement s'applique au 
point R. 

Remarque. Si la droite PQ se rapproche ou s'éloigne du 
point A, en restant perpendiculaire à BA, de sorte que 
CA = mBA, m étant différent de i, le produit GP.CA est 

encore constant ; le rapport ^ devient égal à m ■ ; 

IrM. nM 

les trois points P, E, B, sont en ligne droite ; la droite HK 
passe toujours par le pôle de la droite PQ; mais les trois 
points M, B, R ne sont plus en ligne droite. 



TOULOUSE 1879 
Solution par M. Lannes, élère aa Lycée de Tarbes. 

(Copie couronnée.) 

Trois points OAB étant situés en ligne droite, on mène par le 
point une droite variable OT et par les deux points ketBun 
cercle ABC tatigeni à la droite OT. 

Déterminer la position de la droite OT de telle manière que 
le cercle ABC ait un rayon donné R. 

On désire obtenir une constnu^tion géométrique et aussi une 
relation algébrique entre les lignes trigonométriques de l'angle 
et les quantités R, OA, OB. 

On déduira de chaque méthode la discussion des résultats. 

Solution géométrique. — Du point A comme centre avec la 
longueur donnée R pour rayon, je décris une circonférence : 
c'est un premier lieu du centre de la circonférence ABC ; 
par le milieu E de AB j'élève une perpendiculaire sur cette 
droite. L'intersection de cette perpendiculaire et de la cir- 
conférence donnera le centre D de la circonférence ABC 

En menant du point 0' une tangente à la circonférence D, 
on aura la position de la droite OT. 

Gomme d'un point extérieur à une circonférence on peut 
mener deux tangentes à cette circonférence, il y aura deux 
positions, OG et OG' de la droite, et, comme il j a deux 
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circonférences telles que ABC symétriques par rapport à la 
droite OA, on yoit qu'il y aura en général quatre positions 
de la droite» symétriques deux à deux par rapport à OA. 

DUcussian. — La seule condition à remplir pour que le 
problème soit possible, c'est que la perpendiculaire élevée 
en E sur AB coupe la circonférence A : on doit donc avoir 

AB < 2R 
ou en désignant OA par a, OB par b 

b — a < 2R. 

Pour 6 — a = 0, il y a trois positions de la droite, l'une 
suivant OA et les deux autres symétriques par rapport à OA. 

Pour b — a <t 2R, il y a quatre solutions. 

Pour b — a = 2R, les quatre positions' se réduisent h deux 
symétriques par rapport à OA. 

Solution analytique. — Désignons l'angle GOD par a et 
l'angle AOD par p : désignons aussi l'angle par x. 
Le triangle rectangle COD donne 

OC 



ou, en remplaçant OC et OD parleurs valeurs Y(^^ etyR^-j-ob 



=iç 



ab 
CCS a 



R« + ab' 
de même le triangle DOE donne 

cos 6 = - — . 

2 VR« -f ab* 

Or, on a l'égalité a -(- P = ^ 

qui devient successivement 

cos (a -f- P) = ces X 

cos a cos p — cos X = sin a sin p, 
et, en élevant au carré et exprimant tous les arcs par leurs 
cosinus, 
cos' a + cos» P 4" cos» X — 2C0S a cos p cos X = I . (1) 
Remplaçons dans cette égalité cos a et cos ^ par leurs 

valeurs, il vient •=:: — ; 7 4- 



R» + a6 ' 4(R» + ab) 

, , a A- b y/âb 

-f- cos» X — cos X . , . ■ = = I ; 

VR» + ab VR» + ab 



COS (T = - 
2 
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ou, en faisant tout passer au premier membre, simplifiant 

et ordonnant par rapport à cos x 

4(R* -î- ab) cos* x — 4(« + b) y/ab . cos x 

+ (a + 6)» — 4R* = o. (2) 

La relation (i) étant encore vraie quand on a 

a — P = o, 
on voit que les deux valeurs du cosinus données par l'équa- 
tion (2) s'appliqueront, Tune à l'angle GOD, l'autre à l'angle 
COD'. 
Résolvant, il vient, toutes réductions faites, 

^^-L—^ (v^ (« + 6) ± R V4R. _ (a _ 6).) 

Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut 
d'abord que la quantité sous le radical soit positive, c'est-à- 
dire que l'on ait &— • a < 2R. 

Il faut ensuite que la valeur du cosinus soit inférieure 
à I et supérieure à — i, c'est-à-dire que l'on ait 

(a + 6) . \/a6 + R V4R* — (a — 6)* < 2(R» + ab) 

et (a + 6) . v/ôè — R \^4R» — {a — 6)* > — 2(R* + ab) 
ou, en isolant le radical et élevant au carré, 

4R* — R«(a — 6)« < [2(R« + ab) — (a -f b)y/âbV 

et 4R* — R*(a — 6)« < [2(R» + a6) + (a + 6)v^]*- 

La première inégalité entraînant la seconde, c'est la seule 
qui doive être satisfaite ; en effectuant, on trouve toutes 
réductions faites : — R* < a6 

inégalité qui est toujours vérifiée. 

La seule condition est donc b — a < 2R. 

Lorsque b — a = o, les deux valeurs de cos x sont 

ab — R* 



cos' X = I cos" X = 



ab + R»' 

l'un des angles devient nul, et il n'y a que trois positions 
de la droite OT : c'est ce qu'on avait trouvé par une autre 
méthode. 

Pour 6 — a < 2R, l'équation a deux racines admissibles ; 
il y a donc quatre positions de la droite, symétriques deux 
à deux par rapport à OA. 
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Si 6 — a = 2R, il y a une racine double : il n'y a que 
deux positions de la droite. 

Remarque I. — On serait arrivé aux mêmes résultats en 
s'appuyant sur les propriétés du quadrilatère inscriptible 
pour calculer l'angle 0. 

Remarque II. — Si par A et B on menait d'autres circon- 
férences coupant la droite OC, les points d'intersection de 
ces circonférences avec la droite formeraient une involution 
dont le point serait l'origine et C un point double. 

Le lieu de ce point double, quand la droite OT tourne 
autour du point 0, est une circonférence décrite de 
comme centre avec y/âb pour rayon : cette circonférence 
coupe orthogonalement toutes les circonférences passant 
par A et B. 

QUESTIONS PROPOSÉES A DES EXAMENS DE L'ÉTRANGER 



BELGIQUE 

Trouver ua nombre x tel que si on le retranche des nombres donnés 
a et &, et qu'on divise les restes obtenus respectivement par. b et par a, la 
somme des quotients soit i. Démontrer que la valeur de l'inconnue est 
positive quels que soient a et 6. 

— Trouver trois nombres x^ y, z en supposant : 1* que les deux derniers 

fn 
soient entre eux dans nn rapport donné — > ; 2* que si au premier on 

ajoute chacun des deux autres, les deux sommes soient respectivement a 
et 6. Trouver les conditions pour que les inconnues soient positives. 

— Construire un triangle semblable à un triangle donné et équivalent à 
un trapèze donné. 

— Déterminer sur nne droite donnée un point tel que les deux tangentes 
menées de ce point à un cercle donné fassent entre elles un angle donné. 

— Trouver entre quelles limites peut varier K dans l'équation 

1/' — 2axy 4- b^a^ — a^/ 4- àbx — K = o 
lorsque x et y prennent toutes les valeurs réelles possibles. Discuter en 
supposant que a soit inférieur, supérieur, ou égal à b. 

— Étant donnés un cercle et deux points A et B dans le plan de ce i 
cercle, trouver sur la circonférence un point K tel que , en menant les * 
sécantes AKL,BKM, la corde LM soit parallèle k AB. On supposera : 1* les 
deux points hors du cercle; 2"" les deux points dans le cercle; 3* un point 

en dehors, l'autre en dedans. 

— Deux ouvriers A et fi ont reçu peur de l'ouvrage fait, le premier 
3o frants et le second 14 francs, ce dernier ayant travaillé trois jours de moins 



\ 
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que le premier. Si A avait travaillé deux jours de moins, et B, cinq jours 
de plus, ils auraient reçu autant l'un que l'autre; on demande le nombre 
de jours de travail, et le prix de la journée de chacun. 

— Construire un triangle connaissant deux angles et le rayon du cercle 
inscrit. 

— Une personne qui possède 80000 francs emploie une partie de cette 
somme à faire l'acquisition d'une maison. Elle place ensuite les trois quarts 
de ce qui lui reste à 5 0/0 et le dernier quart à 4 1/2 0/0; elle se forme 
avec ce placement un revenu de 2925 francs. On demande le prix de la 
maison et le montant des sommes placées à 5 et à 4 1/2 pour cent. 



ITALIE 



Questions proposées aux examens pour la Licence des Lycées 
et Instituts techniques en 1879, session d'été. 

I 

1. Trouver une proportion par quotient connaissant la somme de ses 
termes, la somme de leurs carrés et la somme de leurs cubes. 

2. Trouver la valeur des rayons des quatre cercles tangents aux trois 
côtés a, ht c, d'un triangle ; en calculer la valeur dans le cas d'un triangle 
dont les côtés sont : a = 3426'",927 

b = 2854-,o3i 
c = 2543'",246 

II 

1. Trouver deux nombres connaissant leur somme 2«, et la somme de 
ieurs quatrièmes puissances 29. 

2. Calculer en général le volume d'un segment sphérique à une base, 
connaissant le rayon R de la sphère, et la flèche h du segment. Appliquer 
le cas où Ton a R = 7",3 ; 

h = 3-,57. 

Nota. — Pour traiter chacun des deux sujets précédents les candidats 
ont sept heures. 



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 



QUESTION 146. 

Holation par M. Ailleret, élève du Lycée de Versailles. 

On donne un cercle ^ un diamètre AJB et une droite XY per- 
pendiculaire à AB. La polaire d'un point M de XY coupe cette 
droite en N et sur MN comme diamètre on décrit un cercle. 
Démontrer que y si Von fait varier le point M sur XY, tous les 
cercles tels que MN <mt pour axe radical le diamètre AB. 
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Rappelons le principe suivant : Lorsqu'une droite es t. divisée 

harmoniquement par 
deux points, la moitié 
de cette droite est 
moyenne proportion-- 
nelle entre les distan- 
ces du milieu de la 
droite aux deux points 
Soit IT la polaire 
du point M; cette 
polaire coupe XY en 
N. Gomme elle est 
perpendiculaire sur 
le diamètre passant 
par le point M, le 
point T appartient 
à la circonférence décrite sur MN comme diamètre. La 
droite RS est divisée harmoniquement par le point M et le 
pied T de sa polaire. On a donc d'après le principe énoncé 

OR* = OT . OM = r* = OP* 
r étant le rayon de la circonférence. Donc OF est la tan- 
gente à la circonférence MN, au point F. Pour un autre 
point M' on aurait de même 

DE* = OT' . OM' = r* = OF* 
OF' sera la tangente et sera égale à OF. 

Donc toutes les tangentes menées de à tous les cercles 
tels que MN sont égales. Le point appartient donc à l'axe 
radical de ces cercles, lequel axe radical se confond avec 
la perpendiculaire abaissée du point sur xy, c'est-à-dire 
est le diamètre AB lui-même. 

Nota. — • Ont résolu la même question: MM. Vazou, aa Collège Rollin; 
Combebiac, à Montauban; Elie, Collège Stanislas. 



QUESTION 148. 

Ifolutioii par M. Blessbl, piqueur des Ponts et Chaussées. 

Deux cercles se coupent sous un angle de 1 20®. On mène tin 
cercle tangent à la fois à la tangente commune et aux deux 
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cercles donnés. On a, entre les rayons retrâes cercles donnés 
et le rayon x du cercle tangent la relation 

v^4x v^3r VSr' 

Soient les deux cercles et 0' qui se coupent sous un 
angle ONO' = a, et I 
le petit cercle de rayon 
X, Par les points I et B 
menons les droites CD 
et Mfi parallèles , la 
première à AB, et la 
seconde à 00; dési- 
gnons en outre par r 
et r les rayons des 
cercles et 0'. 
Le triangle OlD 

donne successivement 

ID^ = 10'^ — O'D^ = (r + xY — (r — xy 

ID = yj^rx. 
Le triangle OIG donne de même 

IC = yj^x. 

En ajoutant ces deux égalité s il v ient 

ID + IG = AB = y}^ + ^J^rx. 
Dans le triangle ABM nous avons 

AB^ = BM^ — Ml^ = OÔ^— (r — r')«; 
mais dans le triangle ONO' le côté 00'^ est égal à 

r« -f- r^ — 2rr' cos a; 
portant cette valeur dans Tég alité précédente on trouve 

AB = Vr« + r'« — 2rr cos a — (r — r»)', (2) 
et de (1) e t (2) on tire 

yj2rr\i — cos a) = yj^rx -|- ^^vx. (3) 

Dans le cas qui nous occupe, l'angle a = 120®; nous 

avons donc, en remplaçant dans (3) cos a par et 

après simplifications, 

yj'6rr = 

d'oli -=L=- = 



(1) 



^40? 



yj^rx -f- v'4^^j 



VSi 



h\ 
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Remarques, i^ SI les deux cercles se coupent sous un 
angle de 90^, cos a = o ; et en introduisant cette condition 

dans (3) on a = -jL- -| j== (4) 

\2X vr \r 

qui n'est autre chose que l'équation de la question 88 

(t. II, p. 152) et dans laquelle x représente, non le rayon, 

comme dans (4), mais le diamètre. 

2® Si les deux cercles étaient tangents, c'est-à-dire si 

l'angle a était égal à iSoS cos a serait égal à— i, et l'on 

aurait (voir question 9, t- P', p. 60) 



VÎd" Vr~^ yfr^ 

3® Pour les cas où a = 60®, il vient, à cause de cos 60 = — 

2 

y/^œ v^r~ \/V~ 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Tessier, d'Angers; Vermand, 
à Saint-Quentin ; Dupuy, à Grenoble; Faiyre et Gindre, à Lons-le-Saulnier; 
IVaudot, à Dijon; d'Arodes, à Mont-de-Marsan; Lannes, à Tarbes; Manceau, 
à Orléans; Dumur, à Chartres; Yazou, Collège RoUin; LongueTiUe, à Char* 
leville; Bûcheron, à Moulins; Hugot, à Lyon. 



QUESTIONS PROPOSEES 



194. — On donne une circonférence de centre 0, et un 
diamètre AB. Trouver le lieu des points M tels que le carré 
construit sur la tangente MT soit équivalent à quatre fois 
le triangle MOP, P étant le pied de la perpendiculaire 
abaissée de M sur AB. (Lucien Lévy,) 

195. — Sur un quadrant AB, de centre 0, on prend un 
point G; déterminer sur la tangente en A un point D tel 
que les surfaces des triangles AGD, OCD soient entre elles 
dans un rapport donné K. Discuter. (Lucien Lévy.) 

196. — Sur les trois côtés d'un triangle quelconque 
comme diamètres, on décrit des circonférences, et on mène 
les tangentes ôommunes à ces circonférences considérées 
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deux à deux. Démontrer que le produit des trois tangentes 
communes est égal à la surface du triangle multipliée par 
le rayon dîu ce)role inscrit dans ce triangle. 

(Léon Amoye.) 

197- — Si par un point quelconque pris dans l'intérieur 
d'un triangle on mène des parallèles aux trois côtés, on 
détermine sur chaque côté trois segments; le carré du 
produit des trois segments intermédiaires est égal au pro- 
duit des six autres. (Léon Arnoye.) 

198. — Par quel nombre faut-il multiplier un nombre 
donné pour que la somme des valeurs absolues de ses 
chiffres significatifs reste la même? (Léon Aimoye.) 

199. — Trouver la loi de formation des nombres dont 
les carrés sont terminés par deux chiffres égaux. 

200. — On donne une circonférence, un diamètre AB et 
les tangentes aux extrémité de ce diamètre ; un angle droit 
dont le sommet est en A, coupe la tangente en B aux deux 
points G et D. On mène par les points G et D les tangentes 
à la circonférence ; ces tangentes rencontrent en F et H 
la tangente en A, et se coupent elles-mêmes au point P. 

1® Démontrer que les diagonales du trapèze GDHF se 
coupent sur le diamètre AB en un point M tel que AM 
AB 

"~ 5 ' 

2® Trouver le lieu du point P lorsque l'angle droit tourne 
autour du point A. (J. Nomy.) 

201. — Soit le centre d'un cercle, ABG un triangle 
circonscrit à ce cercle, A', B', G' les points de contact des 
côtés BG, GA, AB. Désignons par R le rayon du cercle, 
par S et S' les aires des triangles ABG, A'B'G'. Démontrer 
les relations suivantes : 

_ ^4 GA B^ X BA G^ X AB g 
OA'B' X OB G' X OG'A' 
V \, . GA B^ X BA G^ X AB'G^ 

^\ — C'a • 

(Combiei\) 
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202. — Résoudre le système 

« + !/ + « = (« + fr + c) (a + 6 — c) I 
xy + xz — yz = b [(a -^ c) {a — c) (28^— ^?+ 2^6»] 
a;2 + y« + j5» = (a« + 6' — c>)« + 26' (a« 4" c*) 

f Compter.) 



^ M 1 > ■ 

■ I I « ■ Il 



CORRESPONDANCE 



Nous recevons de M. d'Ocagne une lettre dont nous extrayons le passage 
suivant: 

Au moment où parait dans le journal ma note sur le minimum d^ine 
expression algébrique à plusieurs variables, je trouve dans mes cahiers une 
démonstration très simple du lemme sur lequel repose cette note, démons- 
tration que j'avais complètement oubliée. Elle repose sur Tidentité facile à 
vérifier. 

(flr,2 + «2^ + . . . + an ^) (W + V + • • • + ^a ^) «^ (^i^i + «2^ + • . • 
+ On 6n Y + 0^2 — chô,)- -f [aih-i — a^biY + . . . -}- (an - i ftn — Onbn - i)- 
D*après cela, pour trouver le minimum de o;^ 4- y^ + . . . -|- 1^, sachant 

que l'on a 

«a? + pt/ + yjj 4- . . . + Ô« = A, 

A étant une constante, formons le produit 

{«' + P+ f+'' . + «') (a^ + t/* + «* + . . . + /-) 
au minimum duquel correspond celui de l'expression considérée^ 
Or, d'après le lemme précédent, ce produit est ^gal à 

(flùî + P + T« + • • • + 8')' + i^y — N^ + 92 — T^)' -f . . . 4- (ei — «4f 
Cekie expression est une somme de carré; le premier terme est constant; 

le minimum de la sommç des autres termes aura lieu quand ils seront tous 

nuls, c'est-à-dire lorsque Ion aura 

. ■ ■' -. -a- ' p Y •• • V 

•La valeur, <le oe mlnimun. est ; ^ ■ . t ..• -.1 >• 

■'■ " ■ . A , 

«'.+,^' + f + •.•• t «'., , .. V 



Le Rédacteur-Gérant, 
J. BOURGET. 
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A.VIS 



A la demande d'un grand nombre de nos abonnés, nous 
nous décidons à introduire, à partir du 1*' janvier 1880, une 
modification importante dans la rédaction du Journal de 
Mathématiques élémentaires. 

Chaque livraison contiendra un certain nombre d'articles 
de mathématiques spéciales; ainsi modifié, le journal 
s'adressera sans distinction à tous les candidats aux écoles du 
gouvernement. Ceux de nos abonnés qui se préparent à 
l'École polytechnique ou à l'École normale y trouveront des 
questions se rapportant plus directement à leurs études 
journalières. 

Le journal prend le titre de Journal de Mathématiques élé- 
mentaires et spéciales. 

Nous recevrons donc avec reconnaissance les communica- 
tions qu'on voudra bien nous adresser, soit sur l'algèbre 
supérieure, soit sur la géométrie analytique, en nous impo- 
sant toutefois la condition de publier exclusivement des 
articles qui soient à la portée des élèves. 

Gomme par le passé, nous publierons des questions réso- 
lues par des élèves ; toutes les solutions exactes seront men- 
tionnées, et même dans certains cas nous ferons paraître 
plusieurs solutions d'une môme question, lorsque les mé- 
thodes suivies par leurs auteurs seront différentes. 

M. BoQUEL a bien voulu nous promettre sa collaboration; 
il se chargera du classement et de la publication des articles 
de mathématiques spéciales. L'étendue de ses connaissances, 
sa grande expérience de l'enseignement, nous seront d'un 
précieux secours. 



JOURNAL DE MàTH. J879. ^^ 
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THEORIE DES CENTRES 

D£S MOYENNES HARMONIQUES 
Par M. Kœhler. 

[Sttite^ voir page 321.) 



15. — Construction des centres harmoniques du second ordre 
d'un système de trois points. 

Je considère d'abord le cas où le pôle p est à Tinfini ; 
réquation (9) donne alors 3X' — 2S4X + 82 = 0, et en 
prenant pour origine le point a, 3X* — 2(6 + c)X -(- 6c = o. 

Cette équation donne X = —— dz — y/ jî ^ (jî jç ; il 

suffit donc de chercher le centre des moyennes distances des 
trois points, et de porter à droite et à gauche de ce centre 

une longueur --^y/ 52 -[- c* bc î ^^^^ cette expression, 

très-facile à construire, 6 et c représentent les distances 
des points 6 et c au point a, distances qu'on peut toujours 
regarder comme de même signe, en prenant pour le point a 
un des points extérieurs du groupe. 
Soit maintenant (fig. 44} p un pôle quelconque; je forme 

un faisceau Spa6cetjele 
coupe par une parallèle 
ah'c à Sp ; je détermine 
les centres du second ordre 
^ i> Î2 pour les trois points 
a, 6', c' et le point à Tin- 
fini, d'après la construction 
précédente . Les rayons 
Sg'4, Sg'a détermineront eu 

vertu du théorème V, les 
points cherchés q^^ q^. 

J'ai donné deux solutions moins élémentaires du même 

problème dans un mémoire sur les courbes du troisième 
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ordre {Nouvelles Annales de Mathématiques, janvier, février et 
mars 1872). 

Cas particulier ùù deux des points a, b, c coïncident. — Si 
Ton fait b = a dans réquation (8) qui suppose l'origine au 
pôle p, elle devient x*(2a + c). — 2X(a* -f- 2ac) + 3a'c = o. 

3(zc 
Les solutions de cette équation sont x = a, x'^ = ■ 

2a + c 

Un des centres est le point double a lui-même ; le second est 
le centre des moyennes harmoniques de p par rapport aux 
points A et G, le second G étant considéré comme double ; 

3 2(1 I c 2 I 

en effet on peut écrire — ^ = — — = 1 . 

x' ac c ^ a 

Étude des polaires rectiligne et conique d^un point par rapport 

à un triangle. 

16. Théorème VI. — Si par un point p on mène des trans- 
versales rencontrant les trois côtés du triangle, le lieu des centres 
harmoniques du second ordre des trois points situés sur chaque 
transversale, par rapport au pôle p, est une conique passant par 
les trois sommets du triangle (polaire conique du point p). 

Ge théorème est évident d'après le principe de géométrie 
analytique rappelé au n® 10 de ce mémoire ; il y a deux centres 
du second ordre sur chaque transversale, le lieu est donc 
une courbe du second degré. Si la transversale passe par 
un des sommets, deux des trois points se confondent avec ce 
sommet, qui par suite appartient au lieu, d'après la remarque 
du numéro précédent. 

Théorème VII. — Im, polaire rectiligne d'un point par 
rapport à un triangle est en même temps la polaire de ce point 
par rapport à sa polaire conique. 

Cela résulte de ce que , sur chaque transversale telle que 
pabc, le centre des moyennes harmoniques de p est le con- 
jugué harmonique de ce point par rapport aux deux centres 
9i et Çj (théorème II). 

Remarque. — La polaire rectiligne de p ne rencontre pas 
la polaire conique ; en effet,* si elle la rencontrait; un des 
points d'intersection serait le point de contact d'une trans- 
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yersale avec la conique ; or un pareil point ne saurait exis- 
ter, car les deux points 91, 9, ne peuvent jamais se confondre, 
Tinvolution définie ci-dessus (théorème IV), ayant ses points 
doubles imaginaires. 

Théorôme VIII. — Si q est un point de la polaire 
conique de p, réciproquement p est un point de la polaire recti- 
ligne de q, ou encore: le lieu des points dont les polaires rec- 
îilignes passent eni^ est la polaire conique efe p, et le lieu des 
points dont les polaires coniques passent en q est la polaire rec- 
tiligne de q. 

Cet énoncé est une conséquence immédiate du théorème I. 

Théorème IX. — Les polaires coniques de tous les points 
d'une droite passent par un même points dont cette droite est 
la polaire rectiligne. 

En effet, si Ton prend deux points p, p sur la droite, les 
deux polaires coniques se couperont en quatre points, savoir 
les trois sommets du triangle et un quatrième point Q. La 
polaire rectiligne de Q doit passer par p et p ; nous savons 
d'ailleurs que pp' considéré© comme polaire rectiligne n'a 
qu'un seul pôle (indépendamment des trois sommets qui 
peuvent être regardés chacun comme le pôle d'une droite 
3çpiéloonque/du pian). 

r. ThéprèmçifX:. t- Toutes les droites qui passent par. un 
point ont l^firspfi\es sy^r l<i polaire çonîque du point. 
(Conséquence du théorème I). 

*^^ RÉMÀBJïtm.l-^ Lfes^lhéorè préèédentà; à*appfâquej[iàià tine 
courbe queléemque du troisième ordres seulement les polaires 
vCpÀiqicues de tous les ; points- ; du plan ^Q'opt,, pas trois pefnts 
•<3L^>ïûmuns ; elles passant toutes par le point double, qua^gd 
jil'.exis-te.. . r.. .... :. • . ;• . , 

./ Théorème XI* -— ta tangente à la polaire conique d*un 
point p menée au sommet A du triangle est le rayon conjugué 
, harmonique de Ap par rapport aux côtés AB, AC 

j;.. Je considère la drpite Ap et je v,ais chercher le point (autre 
tgu.- pn djçs spïnmets) ou se coupent les polaires coniques de 
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tous les points de cette droite, c'est-à-dire le pôle de Àp con- 
sidérée comme une polaire rectiligne. En appliquant la 
construction indiquée au n® 9, je prends le conjugué har- 
monique a par rapport à B, G du point a oîi Ap rencontre BC, 
et je joins Aa', le pôle cherché est sûr cette, droite. Mais 
c'est le point A lui-même, car il faudrait ensuite prendre le 
conjugué par rapport à A, G de l'intersection de Ap avec AC 
et joindre B à ce conjugué, qui n'est autre que le sommet A. 
On conclut de là que le rayon Aa', conjugué harmonique 
de Ap par rapport aux côtés AB, AG (fig, 42)^ rencontre la 




conique en deux points qui se confondent en A ; <?'eftt Ûoi^c 
la tangente. 
On peut ajouter que les polaires confques de 'tbtrs' les 

points de Ap sont tangentes à la même droite Aa'. 'v 

' ^ I. ■ ■ ■' . • • • 

Théorème XII. -^ La polaire conique dfwn point pr4s )sur 
iÂn4e$ côtés d*un triangle se compose de deux droites^, >. , .y) 

En vertu d^ là remarque du théorème IV, si' pat tin'poifit« 
du côté BCon mène uûe transversale quelconque odcj^le» detfx 
centres harmoniques des points a, 6, c par rapport à l'Uii- d'eux 
a, sont le point a lui-même et son conjugué harmoniçjUjÇ^par 
rapport à b et c; donc la polaire du poini; a par 'rapport *aux 
deux côtés AB, AG fait partie de lai polaire conique. "^ 

Le côté BG lui-même fait égàîemeiit partie dé cette 
polaire^ car si la transversale se confond avec Te côtë^ un 
des trois points ôîi elle coupé les côtés dtl triangte devient 
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indéterminéy il en est de même par conséquent des deux 
centres harmoniques. 

Théorème XIII. — La polaire conique du centre de gravité 
est une ellipse dont les tangentes aux trois sommets du triangle 
sont parallèles aux côtés opposés, et qui a pour centre le centre 
de gravité. 

On voit en effet que les tangentes aux sommets étant les 
rayons conjugués harmoniques des médianes par rapport 
aux côtés qui les comprennent, sont parallèles aux côtés 
opposés. Les médianes sont d'ailleurs les diamètres conju- 
gués des cordes parallèles aux côtés correspondants ; elles 
passent donc au centre. On voit aussi que la polaire recti- 
ligne du centre de gravité est à Tinfini, ce qui prouve d'une 
autre manière que ce point est le centre de Tellipse. 

Théorème XIV. — Le pôle du cercle circonscrit s*obtient 
en partageant chaque côté proportionnnellement aux carrés des 
deux autres et en joignant les points ainsi obtenus aux trois 
sommets» 

Je mène la tangente en A au cercle circonscrit; d'après le 
théorème XI, le rayon Aa, conjugué harmonique de celle 
tangente Aa' par rapport aux côtés AB, AG, passe par le 
pôle du cercle. 

On a — p;- == 77-r; înais les triangles semblables ABa', ACa 
aL» Kja 

_ . Ba BA Aa' . ., t, . a ' ^^ 

donnent -7—7- = -—7- = -77-r, et par suite Ba = Aa . -rTr» 
Aa AL La AL 

, , AG ^ Ba ÂB^ Ba „ , 

Ga = Aa . -^-r-; donc -77-r = ==- = --tt c q. t. d. 

BA Ga AC ^^ 

Théorème XV. — Le lieu des points dont les polaires 
coniques par rapport à un triangle sont des paraboles^ est une 
ellipse tangente aux trois côtés en leurs milieux. 

Je cherche le nombre des points du lieu situés sur une 
transversale quelconque ; les polaires de tous les points de 
cette droite forment un faisceau de coniques passant par 
quatre points ; mais dans un pareil faisceau il y a toujours 
deux coniques tangentes à une droite donnée, en particu- 
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lier deux coniques tangentes à la droite à Tinfini, c'est- 
à-dire deux paraboles. Le lieu est donc une conique. Je 
prends maintenant pour transversale un des côtés ; d'après 
le théorème XII, les polaires coniques de tous les points de 
ce côté se composent du côté lui-môme et d'une droite pas- 
sant par le sommet opposé. Pour le point milieu les deux 
droites deviennent parallèles, la polaire conique rentre dans 
le genre parabole ; le point milieu est d'ailleurs le seul qui 
jouisse de cette propriété. On conclut de là que le lieu 
cherché touche les trois côtés en leurs milieux. 

C'est une ellipse dont le centre est au centre de gravité 
du triangle ; elle partage le plan en deux régions ; pour 
tous les points intérieurs à l'ellipse les polaires sont de» 
ellipses, pour tous les points extérieurs ce sont des hyper- 
boles. 

Théorème XVI. — Le lieu des points dont les polaires 
coniques par rapport à un triangle sont des hyperboles équila- 
tères est une droite^ polaire rectiligne du point de concours des 
hauteurs. 

En effet les polaires coniques de tous les points de cette 
polaire rectiligne passent par son pôle ; or l'on sait que 
toute hyperbole équilatère circonscrite à un triangle passe 
par le point de concours des hauteurs et réciproquement 
toute conique passant par ce point et par les trois sommets 
est une hyperbole équilatère. (A suivre.) 



NOTE SUR LE TRIANGLE 

Traduit de l'anglais de l'ouvrage a Treatise on some new geometrical méthode. 
Par fiâmes Booth, membre de la Société Royale de Londres. 

(Suite et fin, voir page 329.) 



SI. Le cercle des neuf points d'un triangle touche le cercle 
inscrit et les trois cercles ex-inscrits. 

Soit le centre du cercle circonscrit aU triangle ASC, et 
soit V le centre du cercle des neuf points qui passe par le 
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milieu D de AB , et par le milieu ir de PC. On sait que 
Die = Ry rayon du cercle circonscrit. Soit u» le centre du 
cercle inscrit dont le rayon est r, et qui touche la base AB 
au point F. Soil Q le pied de la perpendiculaire GP sur AB. 




Menons Do) . et abaissons la perpendiculaire icu sur cette 

droite. Appelons d la distance vc» entre le centre du cercle 

des neuf points et le centre du cercle inscrit, et e l'angle 

(a— by 
de Dv avec Dw. Alors, puisque Ton a Dto* = 

+ T^9 on aura 

rf* = f- -i — i— i- + r« — 2 . ' cos e. 

4 4 2 2 

Posons K = F \f(ai — 6)« + 4f « (*) 

On en déduit 

4(i« = R« -f (a — 6)« + 4r* — 2RK cos e (112) 

(*) Cela revient à démontrer que Fi = 2r. En effet, on a FF' ^ a ^ b, 
et comme (n«27) DQ = ^' "" ^ , on en tire FQ = JLlLL(i + tl^\ 

2C 2 \ C / 

on F'Q = -^ LiL . Donc —-- = -- , d'où CQ . c = Fi . p; mais 

c tiQ p 

CQ . c = ïa; donc F« . p = 2pr; d'où Fi = 2r. 
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a* — b* a — b 

Mais 2DQ = — , et DF = 



c ' 2 ■ 

donc DQ - DF = FQ = (« - b) (p - c) ^^^,^^ 

Sur D<o, abaissons la perpendiculaire Fv, et prolongeons- 
la jusqu'en y oh elle rencontre PQ; on a QK = FQ tgQFy; 

mais on a tg QFy = ; en substituant on trouve 

Appelons 6 Tangle KGG ou son égal KHG. On a 
KG = KG sin 6, et KG = 2R sin 6 ; d'oîi 

KG = 2R sin» e (US) 



Mais sin* = 



« _ (g — 6)' _ (a — by 



Hco« 4HA« 4 . 2R . HD 

Donc 

2R sin» 6 = ^ — = -^ ^---^ 

4-— ^•*^ — ^ (116) 

Par suite KG = Qy (H 7) 

Il en résulte que Gy = KD, et par suite que iry = R 

(118) 
Gela nous donne une nouvelle et très-importante propriété 
du cercle des neuf points. 

Puisque Du est la projection de Dtu ou R sur la ligne Dw, 
et que, en même temps, il est la projection sur la même 
droite, de Tcy ou R et de DF, on a 

R cose == R sin 8 -f- — (a — 6) cos 8 (119) 

en appelant B Tangle («>DF ; mais 

2f* Oi "■"■ \} I I I — 

sin 8 = -=-, cos 8 = — = — , en posant K = v(a — 6)*-}- 4^*« 
K. K 

Donc 2RK cos e = 4Rr + (« — ^Y- 

En remplaçant dans la formule 112, on trouve 

4d« = R» -f 4r* — 4Rr, 

ce qui devient après réduction 

d = — R — r. (120) 
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52. Soient d', rf", d" les distances du centre du cercle 
des neuf points aux centres des cercles ex-inscrits; on trou- 
vera facilement par des modifications simples de la figure: 

rf' = — R + r ; d" = — R 4. r"; d'" = — R + r ' (121) 

En ajoutant ces résultats, on trouve 
d + d' + d" + d"' = 2R + r + r' + r" — r = 6R 

(122) 

On a vu (form. 47) que si Ton appelle D, D', D", D'" les 
distances du centre du cercle circonscrit aux mêmes points, 
on a D« 4- D'« + D"* + D '« = 1 2R». 

DonC'D» -I- D* 4- D"« + D'"« = 2R(d + d' + d" -f d") 

(123) 

Par suite : la somme des carrés des distances du centre du 
cercle circonscrit à un triangle aux quatre centres des cercles 
inscrits et ex-inscrits est égale au produit du diamètre du cercle 
circonscrit par la somme des distances du centre du cercle des 
neuf points aux quatre mêmes points. 

Nous allons donner une autre preuve de cet important 
théorème. 

53. Soit ABC le triangle donné, comme précédemment, 
dans le cercle circonscrit, dont le rayon est R, et dont le 
centre est en 0. Soient F et F' les points auxquels le cercle 
inscrit et le cercle ex-inscrit touchent la base AB ou c. 
Alors BF = p — a; AF = p — b. 

Soient v le centre des neuf points, et m le centre du cercle 
inscrit. Menons CF'. On peut facilement démontrer que la 
ligne GF' ou f passe par le point i, extrémité du diamètre 
du cercle inscrit qui passe par le point F, point de contact 
avec AB. Soit Dtt le diamètre du cercle des neuf points. 

OD est égal et parallèle à Ctt, OG ou R est égal et parallèle 

r 2r 

à Dtt, et = -p, , Doi est parallèle à GF' ou /'; donc 

l'angle OGF' est égal à Tangle vDw. Appelons e cet angle, 
et posons OF' = u; puisque AOB est isoscèle, on trouve 
faeilement R* = u« + (p — a)(p — b) (124) 

Mais u* =: R» -f f* — 2R/* cos 6 

Donc 2f'R cos g = /*« -f- (p _ a){p — b) (128) 
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Soit 8 l'angle que fait GF' ou f avec la base AB du 
triangle ; alors comme GF' est parallèle à Db>, on a 

cos 8 = ° ~ ^ . et r cos S = FF' + FQ. 

Mais FF' = a — b, et FQ = (« — *)(P - «) (y. f. H3). 

c 

Don<f r cos 5 = -^ (a — 6), 

c 

et par suite f = -^ (126) 

c 

On a donc 

2RK cos £ = -^^ ^ — (p — a){p — b) (127) 

Maintenant on a, comme on Ta vu dans la formule (1 12) 

4d» = R« + (a — 6)* + 4r« — 2RK cos e. 
On en tire 

4d« = R« + (a- A)« + 4r« -^|^ ^ (p - a)(p - 6). 

Mais ±. (p _ a) (p — 6) = cp _ c (a + 6) -f -y^; 

puis on a = 4Rr, et — c (a + 6) = c* — 2pc. 

En faisant ces substitutions, on trouve pour l'équation 
4rf« = (R — 2r)« + (a — 6)* ^[(a — 6)« + 4r«l 

— c* -|- pc 
en réduisant on trouve comme précédemment 

d=— R — r. 
2 

54. La démonstration du cas où Ton prend le cercle cir- 
conscrit diffère un peu de la précédente. Joignons le centre 
du cercle circonscrit au point F oîi le cercle inscrit touche 
la base. Alors on a, comme précédemment 

R» = tt» + (p — a) (p — b). 

Soit I le point oîi CF rencontre la circonférence du cercle 
ex-inscrit. I est l'extrémité du diamètre F'Û, et comme 
m = ûF, et F'D = DF, la ligne Dû est parallèle à GF 
ou /*, et OG est parallèle à Dv» comme précédemment. Si 
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nous posons OCF = e, Tangle ûDv, dans le triangle ûDv, 
est égal à ir — e, puisque les côtés de ce triangle sont 
parallèles à ceux du premier. Dans le premier triangle, 
on a ti« = R* + /* — 2 R/* cos e 

et Rt = w« + (p _ a) (p — 6). 

On a aussi, en posant ûv = d 

4 d'« = R«4|(a— 6)* +4r'«] — 2 Rfca — bY +^'^ cos%— e). 

En appelant K' la valeur (a — 6)*-|-4r*r , et remplaçant 

cos e par la valeur trouvée précédemment, en remarquant 

^ K (p — c) 
que j = =- —, on trouve 

4(f» = R«+K''+ P-" K''+ (P-/KP-ft)'^ (128) 

C ' (p — c) 

-. En remplaçant K' par sa valeur, et remarquant que 

— = 4Rr , 

p — c 

on trouve 

4d'2 = (R + 2ry + (a — 6)» + _P— _L , 4,,'. 

+ _PZll (a _ 6). _ pc 



qui, après réduction, donne 



I 



d' = -— R + r. 



/ > 



58. Les lignes f et f menées du sommet C du triangle 
s^u^ poînâs de^ contact F et F' de la base c ëvec lès 'cercles 
iD3orit)etexi-inBorii ont lune graiidie imporiank^e; Notis âvoné 
prouvé plus haut que ces lignes passent par l'extrémité du 
diamètre du point de contact. Posons 

4r'« 4- (a — ,6)« == K'^;' -41^+* (a — 6)»'= K»; 
nous avons V>^ que Ton a 

c ' c 

' Si' rdii"a'ppèlle h ei K les distances du sommet C du 
trîàû^lè àTautte* extrémité dû diamètre du cercle inscrit 
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ou du cercle ex-inscrit, on a 

C C 

Donc, ff = hh' ; en d*autres termes, la surface du triangle 
GFF' est égale à celle du triangle i^î, i et I étant les autres 
extrémités du diamètre du cercle inscrit ou ez-inscrit. . 

Les lignes f, f\ la bissectrice de Tangle en G du triangle, 
et la hauteur forment un faisceau harmoniquel. Car nous 
avons vu (n** 28) que DF est moyen proportionnel entre DQ et 
Ds. Donc, puisque D est le milieu de FF', il en résulte que 
5 et Q sont des points conjugués par rapport à F et F'. 

On a F^= f '2^, (a- 6); Vs = —^^— (a-b). 

(o + ^) (a + c) • 



Donc 



FS p — c r 



F'S p r 

Donc le rapport des distances du point s aux points F et F 
est égal au rapport des rayons des cercles inscrit et ex-inscrit. 



NOTE DE GEOMETRIE 

Sur te quadrilatère inscrit dam un cercle et circonscrit à un 

\ autre. 



Par M. R. Malloizel, professeur.à Sainte^^Bbrbe. 



/ • I î.. 'I 



Je rappelle les théorèmes suivants dont j'aurai à me servir 
plusjofn:., j : .-. ;. ■ - _<; > ..) t'V 

1 ^^^Soii (fig, 4) p le rayon d'une circdnféi^èiice et a la distandê 
4er son oeutre.O à un point* E; Si on, traiisform» cet 6 clrcon^^ 

.. \ -.1 •/ - 'j n: ^iJ-.-tî 

férence par rayons vecteurs réciproqu^^, en gf.ç.nantf ooi^wne 
pôle, on pbtiçnt un circonférence de centre 0' et 4.e JToyofl ipi 
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donné par la formule p' 



(1) 



fx désignant la puissance de transformation. La distance 
PO', que je désigne par j, est d'ailleurs fournie par l'égalité 

UL<X 

* = -r— i- 2) 

a' — p* 

!2. — Etant donnés une circonférence et un point A pris 

dans son plan (fig. 2), si on fait 
tourner un angle droit BAC autour 
de son sommet A, le lieu du point 
milieu E de la corde hypoténuse 
BG est une circonférence dont le 
centre est le point milieu D de OA 
et le rayon m donné par la formule 

/ar* — a* 
m = 

2 

en appelant r le rayon de la circon- 
férence 0, et en désignant par a la 
distance OA. — On sait aussi que le lieu de la projection K 
du point A sur BG est la même circonférence. 
Proposons-nous maintenant la question suivante : 

Vangle droit BAG tournant autour de son sommet fixe A, 
cherchons le lieu du point T de rencontre des tangentes en B et G 
à la circonférence (fig, 3). 

La ligne OE, qui joint le point au point E, milieu de 

BG, est perpendiculaire sur 



BG, et passe au point T. Si 
Ton mène OG, on a, dans le 
triangle rectangle OGT 
OG«our^=OE.OT 




Fig. ^. 




d'où 



0T = 



r' 



Fig, 3. 



OE' 

Le lieu du point T est doue 
la figure transformée de la 
circonférence DE par rayons 
vecteurs réciproques; le pôle 
de transformation est le point 
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0, et la puissance est r*. Si nous désignons le rayon de cette 
circonférence par R, et la distance de son centre H au point 
par d, on obtient en appliquant les formules (1) et (2) où 



Ton fait, 



m 



\2r* — a* 



P = 



a 



a 

2 



R 



r* (2r* — a*) 



(4) d = 



r^a 



a* — r« 



a^ — r* 
Discussion. Faisons varier le point A sur le diamètre OD. 

Quand le point A est en 0, le cercle DE a son centre D au 

r 
point 0, son rayon est égal à — t=-; le cercle HT a aussi son 

V2 

centre en 0; son rayon égal à rV2.La figure OBTC est un carré. 
Quand le point A se déplace de vers Z, en restant à l'in- 
térieur de la circonférence 01, le rayon m va en diminuant, 
tandis que le rayon R va en augmentant. Quand le point A 
arrive en Z, la circonférence DE devient la circonférence 
décrite sur OZ comme diamètre, et la circonférence HT 
devient la tangente en Z au cercle OZ. 




Fig. 4. 

Quand le point A se déplace à droite du point Z, wi con- 
tinue à diminuer; R diminue aussi; le cercle HT devient 
extérieur au cercle OZ et ne le renferme plus, comme dans 
la figure 3; le centre H, qui est d'abord à l'infini à droite du 
point 0, se rapproche de ce point. 

Enfin, quand le point A prend une position L telle que 
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OL = rV2, les rayons w et R deviennent nuls, et les cercles 
correspondants se réduisent aux points D et L. Les tangentes 
menées du point L à la circonférence OZ sont rectangulaires. 

Remarqu-^s. — Revenons au problème précédent, et prolon- 
geons les côtés AB et AG jusqu'à 
la circonférence en B' et C. 
Nous obtiendrons en même temps 
trois autres points du lieu, T, 
r, T^ fig. 4 et 4 bis. On a ainsi 
un quadrilatère TT'T'T'%quiest 
circonscrit à la circonférence 
donnée OZ et inscrit à Ja cir- 
conférence HT. Il y a un nom- 
bre infini de quadrilatères rem- 
plissant les deux conditions 
Ftg, 4 bis. précédentes. On peut remarquer 

que les lignes BB', GC, qui joignent les points de contact des 
côtés opposés sont rectangulaires. 

Éliminons maintenant a entre les relations (3) et (4). Divi- 
^ vous ces deux égalités membre à membre; il vient, en élevant 
au carré a«R* = d*(2r* — a*) 

d/ou 1 en tire a^ s= .^^ . . , 

Portons 'cette valeur de a dans Téquation. (4) dont on a 
élevé les deux membres au carré, on trouve, tout calcul fait 

(d* — R«)* = 2r«(R» -f; d»). 
Telle est la relation qui existe entre les rayons r du cercle 
iinscrit et R du cercle circonscrit, et la distance rf de leurs, 
centres. 

\Je proposerai a^^ lecteur ie3 théq^èmes suivanU, dont lés 
démonstrations::s*appuient sur ce qui précède : \ ^ 

1. Dans tout quadrilatère à la fois, çiroanscf^^t à v^. ci^rcfei et 
inscrit dans unnu^ref ks lignes qui joignent les points dis cQntact 

^éif^'^i^^ oj^s^s se cfiupçntà angk droit. 

2. Récipn0'qy^eanty iont quadrilatère circonscrit à un cercle 
,^&iiii^i^ptjtM^:dms si les lignes qui joignent les. points 

de contact des côtés opposai sont rectangulaires. 

1'- •'.'•■ i '.. ,< 
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3. Quand un quadrilatère est inscrit dans un cercle et circonscrit 
àun autre y on peut inscrire dans le premier une infinité de quadri- 
latères qui soient circonscrits au second. Les cordes qui joignent 
les points de contact des côtés opposés passent par un point fixe. 

4t. La condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse 
circonscrire à un cerele de rayon r un quadrilatère inscrit dans 
un autre cercle de rayon R esty en appelant d la distance des 
centreSy qu'il existe entre les quantités r, R, d, la relation 

(cî» _ R«)i = 2r«(R» + d«). 

Remarque I. — Cette équation est du second degré en 
d*; il est intéressant de la discuter en comparant les racines 
aux quantités (R — r)' et (R +r)*, qui ne comprennent jamais 
une racine. Ces racines sont d*ailleurs toujours réelles; Tune 
d'elles, plus grande que (R -f- r)*, donne toujours deux cir- 
conférences extérieures l'une à l'autre ; l'autre, plus petite 
que (R — r)*, n^ést positive que dans le cas où R est supé- 
rieur à ry/2y et donne une figure analogue à la figure 3; 

On retrouve facilement toute là discussion faite antérieu- 
rement, et l'on voit immédiatemefit les positions relative^ du 
quadrilatère et des deux circonférences, qui ne sont jamais 
sécantes. '^ •■ 

Remarque II. — Les théorèmes que j'ai donnés précé- 
demment ne^ s'appliquent 
qu'au quadrilatère con- 
vexe. Il est facile de voir* 
qu'un quadrilatère con- 
cave à la fois cîrcpnsçrit 
et inscrit a ses côtés op- 
posés égaux. Ceci résulte 
de i'égalitë des angles É 
et G, qui donne MN = 
PQC/îj^..A;:NPëtMQsônr 
deux drôïtes'parallèleé. ' <(Fig-^'h)--^ . . : . . y 

Réciproquement un quadrilatère <îbîi cave qui à ses côtés 
opposés égaux est inscrijptiblé €* éircongcriptiblèl' " ' 
Dans ce cas, les doux circonférences sbnt toujouf id sécantes. 
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THÉORÈME SUR LE TRAPÈZE 

Par Haarice d'Ocagriie. 



" j 



Voici un théorème que je crois nouveau et qui me semble 
assez remarquable par sa grande simplicité et par les con- 
séquences qui s'en déduisent : 

Théorôme. — Si par les extrémités d'une des bases d'un 
trapèze on mène des parallèles aux côtés obliques de ce trapèze; 
4* la droite qui joint les points â^ intersection de ces droites avec 
les diagonales est parallèle aux ba^es; 2^ la longueur de cette 
ligne est troisième proportionnelle aux longueurs des bases. 

Soit le trapèze ABCD ; par le sommet Â je mène AM, 

parallèle à BG, qui ren- 
contre BD en M ; par B 
je mène BN, parallèle à 
AD, qui rencontre AG en 
N. 

1® Je dis que MN est pa- 
rallèle aux bases. 
En effet, la similitude des triangles OBN, ODA donne 

ON __ PB 
"OA "■ OD* 
De même, la similitude des triangles OAM, 0GB donne 

CM _ OA 

OB ~ OG 
OB _ ^ 

OD "" OG 
ON _ JOM 

OA "" OB 
c'estrà-dire que MN est parallèle à AB. 

CD AB 

"^ Je dis maintenant que -^ = r^. 

Pour le prouver je prolonge BN jusqu'en sa rencontre E 
aifOQ GD, et MN jusqu'en sa rencontre H avec BG. 




et comme 
il en résulte 
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La similitude des triangles BDE, BMN donne alors 

DE__JD^ AB _ BD 
MÎT "" BM ^^ MN "" BM ' 

De même, la similitude des triangles BDG, BMH donne 

-5L — -55L PC _ BD 
MH "■ "BM" ^^ AB "" BM • 

DG AB 

Par suite -prr- = -rrrr ^- 9- / • ^• 

AB MN 

Application. — Gomme conséquence immédiate de ce théo- 
rème , nous avons une 
construction géométrique 
facile des termes d'une 
progression par quotient : 

Je trace une ligne AB 
égale au premier terme de 
la progression donnée; sur 
une parallèle quelconque à cette droite je porte, à partir de 
n'importe quelle origine, une longueur AjB^ égale à g X AB 
si q est la raison. 

Je mène alors les droites AA^, BB^, AB^, BA^. 

Puis par A^ et B^ je mène des parallèles respectivement à 
BB4 et à AA^. Je détermine ainsi les points A, sur ABj, B, sur 
BA4. D'après le théorème démontré, A^Bj^ est parallèle à 

AAetona ——. = -^- = q. 

De même en menant par Aj et Bg des parallèles respective- 
ment à AAi et à BB^, on obtient sur A^B et B^A les points 
Ag et B3, AjBg est parallèle à Aj B^ et on a 




AjX>3 A2O2 



= q 



A,Bj A1B4 

et ainsi de suite. 

La suite des droites AB, A^B^, A^B^,. . . fournit donc les 
termes successifs de la progression considérée. 

Dans l'exemple actuel, nous avons, supposé la raison infé- 
rieure à l'unité, comme l'indique la figure, puisque À^B^ 
<AB. 

On sait que dans ce cas la somme des termes de ia pro- 
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gresBiOQ tend Ters une limite S dont la valeur est 

s = -2— . 
'-1 

D'après la construction effectaée on voit qae 

AB ÂB' 

A,B, ~ AB — A,B, 
1_--ÂB- 

°": .-^ 

Qe.qni. fournit une facile construction de cette limite. 
NOTE DE GÉOMÉTRIE 

Pu H. «. Kmata, «lère au Ljcée SaloULouis. 



Théorème. — Soient ABC un triangle, a., g, y les pieds des 
iauteurs Âa, Bp, Cy, qui se coupent en H. Soient amsi B lepiint 
M^<v coupent GB el t^, et 1 le i^lieu de BG. les droites Al, .^ 
m coupent à angle droit. 

Eu effet, menons AM parallèle h BG. Les quatre âi^itiés 
. . AM.'AI.AB.AO'fiirnlent 
'- ;un feisceau harJtooniqftft; 
^- :. ii: eb'ôstiideimBmeddu 

f>. :. ; fatsceaujlaa qaatte dnpï- 

y I .les Hcn-nHaJ HO,;,ltB, 

. ,pni6qaA':le^qindriltbIiè«^ 
;Li^'i !."],. :; r' .t.- . rl^l .f^. u; ■',.! QPyBu.esl- instriptiUç'; 
■riitSs'tmteidesitroilesdie'cêderaier'faiséBau atintiperpeiidiaii- 
laif^ '^' tt^ droites dn' prieniierj àboK lestc^ateièmieadroil'ae 
'AlySn^'SoQttrtlsBikictBifgiiiaire». GeU D^sulte' Idei fa réoipro- 
J(pr&d*lcett» (iTOlioeitioo tpm leiiaiBceaU deB petpcndieulaii-flis 
issues d'un point sur quatre rayons d'un faisceau barmoâi<^ue 
est lui-même hariïioniquG.- ':■ .■■ '■-' ' ■; i,." 

— A pp liquons bb thé a pômo au probl è m e B u i y a a t - : - fr atw w' ie 
lieu d'un point A tel que le* Aauiew*! du iriangle'ÈiBC formé 
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par les tangentes issties dé A. à une conique donnée et' la poindre 
de ce point se coupent sur la courbe. 

Construisons la droite aH comme précédemment; Aa est 
la polaire de a, donc aH est tangente en H* Du reste, le 
diamètre OA passe par I, milieu de BG (0 est le centre de 
la conique) ; doue en vertu du théorème précédent ce dia- 
mètre est perpendiculaire en K à Ha. En outre, le cercle 
circonscrit au triangle Aaa passe par K, puisque l'angle en 
K et Tangle en a sont droits. La puissance du centre par 
rapport à ce cercle est donc OKxOA ;'mais le triangle Aaa 
est autopolaire ; la puissance du centre par tappori au^ ceo'cte 
circonscrit est donc^ en vertu du théorème de Faure, égale 
à a' + 6*. On a donc : 

OKxOA 5= a*-f d». ^ 

Donc enfin le lieu de A est la polaire réciproque de la co- 
nique p roposée p af rapport au cèffclô^'cohcentrique et de 
rayon Vo* -|- 6*. On sait -que ^ee- cercle est le lieu des som- 
mets des angles droits circonscrits à la conique. . ^ 

* ' I ' 

Problème. *— On donne une ellipse^ et en un point M ^on 
fhéne la normale MN" Soie P te pôle de cette normale; trouver le 
lieu décrit par le pied de la perpendiculaire issue irfô P\»tir le 
diamè^reQ^,, -. ; ,m ..; .:....•.;,, i/^ . .,,,...' .(.;.••. .-a 

'Soit Q lé pied de là' perpendiculaire is^ue de P sur OM *. 
Le: eerclei«ireimscrit au triangle MPQ est tel que la puis- 
sianoe du ce^tre^O de la' conique est égale à OM. OQ; d'autre 
pai4 iLes^'Iaiigaûi en M à la normale, MN. Ce cercle passe 
âoiiC'flài: le i^ointlP et lest tangent en M'a là polaire de ce 
'poMj €<Mi$idéroaB.)deu^ points R et S diYLs5iiit_harmpi\i- 
;qtièttipnt le sègmelH\»MN. Le' triangïe PRS est autopolaiïe; 
-la- puisspOiÇQf ixt x^enirèb d^ ,la -cOniqu^. pari rûppiQJiît-toi loçffiplp 
-«tircohscBiteâtid^oaoj égalé ft'((t?!>-fi,6*)) (^TAu efe Emre^- MMi%^ 
«upposB »que!R^e papproohe de^M^ S iîeadra^anasi i^?5^1^>rftt 

à iiiafpo8itL<»)|iimUQ, le. cercle passiara par P' edf SQfa^iWf^g?^ 
On aura donc OM X OQ =?r;af rf^fc^ i >i i-ihl î>îi 

.<i ' « I l i \o ' » >; - i r/jrj(i I < i i ii tn i r n i . i f i i niHi ii ii <i i Hm ii pili Pi j /. 

- '«'*^ te Fééteup' est ^pTié .db faire .la 'figurée - ••!/ \',>-' i\ Mxi>) ^Vî•)■î\ 
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Ce qui montre que le lieu du point Q est la figure inverse 
de la conique, le centre étant le pôle, et (a* + ^*) la puis- 
sance d'inversion. 



NOTE 

SUR UN PROBLÈME CLASSIQUE DE GEOMETRIE 

Par M. Cilno Ijoiia. 



Dans presque tous les traités de géométrie élémentaire, 
comme application des propriétés fondamentales du cercle, 
on résout le problème suivant : sur une droite donnée, cons- 
truire un segment capable d^un angle donné. 

La solution qu'on en donne, due aux géomètres grecs, 
est très rigoureuse ; mais elle nous semble un peu difficile 
pour ceux qui commencent l'étude des mathématiques. 

Nous croyons qu'on n'a jamais remarqué la solution très 
simple que nous allons signaler. 

Soit A l'angle donné, m, la longueur de la droite; d'un 
point quelconque B de l'un des côtés de l'angle donné, avec 
une ouverture de compas égale à m, décrivons un arc de 
cercle qui coupera l'autre côté de l'angle en deux points 
G et G'. Circonscrivons une circonférence au triangle ABC 
(ou à ABC'). Le problème reviendra ensuite à construire un 
cercle de rayon donné, et passant par deux points donnés, 
les extrémités de la droite M. 

. Note.de la rédaction. — Un avantage considérable de cette 
méthode est que, par suite de la position arbitraire dû 
point B, on peut faire en sorte que l'un des angles du 
triangle ABC soit voisin d'un angle droit, ce qui donnera 
une plus grande précision pour la détermination du centre, 
et par suite du rayon du cercle cherché. De plus, au point 
de vue graphique, elle est un peu plus courte que la mé- 
!thodè ordinaire, sans être moins rigoureuse. A. MJ 



— 375 



CONCOURS ACADEMIQUE 



AIX 1879 



Étant donné un triangle ABC, on prend sur les trois côtés des points a, b, c, 

tel -22. — -^ — — — L 

Ca ~ A& "" Bc "" ç * 

On demande : 1* de construire le triangle ABC connaissant les longueurs des 
droites Ao, B6, Ce ; 

2* De calculer les côtés du triangle donné en fonction de ces longueurs, et 
de discuter les valeurs ainsi obtenues ; 

3* De considérer le cas particulier où l'on a — = i . 

BESANÇON ET NANCY 1879 

Par le sommet d'un triangle OAB, on élève une perpendiculaire OC au 
plan du triangle ; les droites OA et OB restent fixes, ainsi que le point C ; les 
points A et B se déplacent de façon que AB conserve une valeur constante. 
Trouver le minimum de l'angle ACB ; l'angle AOB est aigu. Prenant OA :*s «v 
OB = p, OC = h, AB = c, AOB = 6, ACB = C, et supposant c = ktsfi, on 
déterminera dans ce cas particulier pour combien de positions de la lign.e AB 
l'angle C prend une valeur donnée, et les limites entre lesquelles varie cet 
angle. ' 

Les données restant les mêmes, démontrer que les deux cercles ditoits, Tnr^ 
du point A comme centre avec le rayon AC, dans le plan ACO, l'autre du point 
B comme centre avec le rayon BC, dans le plan BCO, déterminent une àplièttl 
de rayon constant. ' > 

« ■ : 

GHAMBÉRY ET GRENOBLE i8"ï9^ - 

On donne un rectangle OADB et un cercle dont le centre est en C et quj 
touche en A le côté OA. On sait qu'il existe deux cercles tângentâ "au ]prëeédè'àt 
et touchant le côté OB en B. Si Q et Q' sont les centres de ces cercles, fit G' 
les points où ils touchent le cercle, C, H et H' les points où OA est' rencontré 
par les tangentes en G et G' au cercle C, on demande d'éDndiél? les .variations 
des longueurs CQ, CQ', QQ' et HH' quand te centre G du premier ceijçle sç 
paeut sur AD, en se bornant aux cas où le point B reste extérieur ^ ce cercle!. 



1 



MONTPELLIER 1879 . . k r , 

Deux cônes de même hauteur ont pour base commune un cercle doni^é, l^s 
sommets étant situés de part et d'autre du plan dé cette basé^Ôn demattdé dé 
déterminer une section circulaire du premier-et Jine section circulaire du second 
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teUes que, en prenant ces sections pour bases d'un tronc de cône, Tapothèine et 
la surface totale du tronc de cône soient égaies à des quantités données. 



MONTPELLIER 1867 



Qtielle relation existe entre les côtés d'un triangle rectangle circonscrit à un 
cei'cle donnét Parmi tous ces triangles, trouver celui : 1* dont un côté de l'angle 
droit a unelongnear donnée; 2* dont le périmètre est minimum; 3" dont les 
côtés forment une progression arithmétique. 



QUESTIONS DIVERSES 



„ CONCOURS ACADÉMIQUES 

Etant donnés quatre points A, B, C, D, en ligne droite, on décrit sur AB 
un segment quelconque et sur CD un segment capable du même angle. Trouver 
le lieu géométrique du milieu de la corde d'intersection des deux cercles lorsque 
l'angle commun des deux segments vient à varier. 

(Concours Montpellier éS70.) 

— Soit un point quelconque pris.dans le plan du triangle ABC; soient E, F,. 
G les milieux des côtés. — Déniiontrer que le système des torces OA, OB, OC 
est équivalent au système OE, OFj OG. _ 

(Bordeaux^ concours acad, Ens, spécial 4878.) 

t^BéiK'AMG iln.pkn ineliné;<Ji8 3D^;3ur i'honz^n.^Ûn pi^poeedefEléterminer ïei 
points M et N, de telle manière que la longueur MN, supposée ^êjg^le ^ AB^^(Vt 
parcourue par un point pesant parti sans vitesse du point A, dans le même 
temps que la hauteur AB serait parcourue par. un- eàtnel pôJiit pesant tombaiit 
librement de A. , ,j,,, . ,,/ , 

{Bordeaux, concours acad. En^: spécial 4S78.) 

— On a un levier AB du poids de' i'kîlogr. dié énà\ AC = o«,îi ; IbIc = o«,3. 
Un poids D de 3 kilogr. est soutenu par les deux fils AD et BD, longs de o",4 
et o",3. On demande quelle force verticale il feut appliquer en A pour mainte- 
nir le levier dans jine'positioa horisîontale. 

• V (Bordeaux, coHc. acad, Ens, spéc, 4875.) 

— On doi^iie une droite rigide AB de o"*,40 ; on applique à ses ex^émités 
deux forces/AF et BF' agissant dans un même plan et égales chacune à 6 kilogr. 
AF fait av^c AB un an^e de 1 5o« et BF' un angle dô 1 2o«. On demande en 
quel point lie AB il faat\appliquer une force pour maintenir AB en équilibre, 
quelle est l'Intensité de c^tte force et quel est l'angle qu'elle fait avec AB? — On 
demande quelle doit être l'intensité de la force BF' pour que la force qui doit 
maintenir AB>i^ équilibre passe par le milieu de cette droite. 

V. (Bordeaux, conc. acad. Ens, spéc.) 

— Un plan horizontal repose sur une sphère par un point 0. On place sur ce 
plan un poids de 14 kilogr. en un point A, et un poids de 21 kilogr. en un 
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point B. On demande en quel point C il faudra placer un poids de 25 kUogr. 
pour que l'équilibre ne soit pas rompu. La distance 01 du point O à la droite 
AB est de o^jS ; AI = o",6; BI = o",4. (Concours acad. Rennes, 4S74.) 

— Le filet d'une vis porte i5o spires sur une hauteur deo^^Sô. La puissance 
est appliquée à une distance de l'axe égale à 2 mètres. Quelle est la force capable 
de faire équilibre à un poids d'une tonne appliqué sur la tête de la vis? — Cal- 
culer le travail développé pour élever ce poids d'une tonne de.o'",i4; et vérfiier 
sur l'exemple proposé le principe de l'égalité de travail de la puissance et de 
la résistance . (Bordeaux, concours acc4> Ens, spécial.) 



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 



QUESTION 149. 

MolntloB par M. Buchebon, élève au Lycée de Moulins. 

Deux circonférences sont tangentes extérieurement. Sur la . 
ligne des centres comme diamètre on décrit une circonférence et 
Von mène la circonférence A tangente aux trois circonférences 
ainsi obtenues. Si R e^ r sont les rayons des deux premièreSy 
D le diamètre de la circonférence A» on a la relation 

Chetxher ce qui arrive lorsque les eirconférenoes soni tcmgevHes 
intérieurement, ' '• ' 

Le triangle OAO4 donne 

A0« + O^A» = 2A0,\^+ 200,« 
Oh en tire 4D(R + r) = ^Rr ^.^ ^ . ..^ ., . ,, ,, . ,,> 

1 •!.. .;• j ' ■■' I ' '/'■ .) fi'.l 

; )i ;. •.,! , ■ . .'»!• .» i •"'. h} 

il I, 'l.MJ -il 'lilT 

' > ">( > — 

•)'t '. .il II «I.! 

y »• j . ,1 I *k 

i ..• I ■.'. ijjj 

.i| '»! iMir»!' 

.1/ i'."'Jiîlii;ii 



I 'i , '1 ,) ■.::■] 




I' • 



, .'.] \n'' 11'.''!' 
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d'ott en divisant par 4BrD 

"r" + "F ~ D"* 
Si les circonférences sont tangentes intérieurement on a 

(«-T-)'+('+^)'=K-^^)' 

1 I I 

7 R ~ d"' 

Nota: Ont résolu U même question: MM. d'Arodes, à Moiit-de-Marsan; 
FaÎTre et Gindre, à LoD»-l&-Sanlnier; Engelhard, à Troyes; Tazon, collège 
Rollin; Baadot, à Dijon; Hagot, à Lyon; Lannes, à Tarbes; Damur, à 
Chartres; Gélinet, à Orléans; Longoeville, à Charle?il1e; Élie, collège Stanis- 
las; Dnpuy, à Grenoble; Deslais, an Mans; LesoiUe, collège de Sedan. 



QUESTION 180. 

••latlom par M. d'Arodes, élève du Lycée de Mont-de-Harsan. 

Une droite AD rencontre deux circonférences et 0' de telle 
sorte que les cordes interceptées AB et CD soient égides entre 
elles. 

Trouver : 4^ le lieu géoméirifue du milieu de AD ; 2^ renve- 
loppe de la droite AD. En déduire le problème suivant : mener 
par \un point donné dam le plan de deux circonférences une 
droite telle que les cordes interceptées soient égales. 

• 4^' PuiéqUe AI =?: lù et que AB s= CD, on a évidomnietit 
IB = IG. Donc AI . IB = IG . ID. Le point I est donc 
d'égale puissance par rapport ai^ deux circonférences, et 
le- lieriA de ce pQÎîit eat l'axe radical des deux oirconfé^rences. 

2<* Élevons au point I la perpeAdiculaire IF jusqu'à, ia 
rencontre de 00'. Abaissons OK, OK' perpendiculaires sur 
AB et GD. bri à IK = 1K', et par suite QF = OT. Le point 
F est donc constant^et, d'après une propriété de la para- 
bole, l'enveloppe de îa^droite AD est une parabole ayant 
pour foyer, le milieu de la ligne des centres et pour tan- 
gente au sommet l'axe radical des 4eux circfonférences. 
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3** Soit P le point donné. Il suffira de mener la directrice 
de la parabole, et de mener par le point P une tangente à 
cette parabole déterminée par son foyer et sa directrice. 

Nota, — M. Gofflbebiac, de Montauban, a résolu la même question. 



QUESTION 181. 
Solution par M. Vazou^ élève du Collège RoUin. 

Soit ABG un triangle, un point de son plan. On mène les 
droites OA, OB, OC qui coupent les côtés en A', B', G'; on coupe 
le triangle A'B'C par une transversale a^y (ol est le point <m cette 
transversale rencontre B'C, etc.,,), les droites Ao^ Bp^ Gy re^*- 
contrent les côtés du premier triangle en trois pomts qui sont e»; 
ligne droite, . ? \v.r\» 

Le triangle i^!A'G*ooupé par jla.iraïlsTerëdeBpKi donne 

;^'p: . A'B: . : l'GK :/•■-:...;::: îi] 



I , < 



I . 1 _. - . 



•■••• • ■" ■ PA'- BG" ■ "Npr 

Les triangles f'BA', aCB coupés respeotiV6ïn©ût'ipâT les' 
transversales GYP;AâM dominent . . L î' 

•• ' C'A"- • .BM-'^'-' •'• > ■'■' •• '' ' "'J 

: : L_î i Lî ■ i in i ^ ■ * ' ■ ' * » 



' 4'a 



Il • I • ' ) 



• Le lecteur est prié 'de faire laffigtrre. ^ 



{ • 
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De même les triangles a'B'G, p'G'A, /B'A' coupés respecti- 
vemenl par les droites ÂaM, B^N, CyP donnent également 

• ani CA B'g 

MO "^ AF ^ aa 






£N_ AB crp _ _ 

NA ^ BC ^ pp' ~ ' 

rr' - B'G AP 

X -tt:- X -^K-r- = — I 



^yB' t!A '" Py 

multipliant toutes ces égalités membre à membre il vient 
AP -^ BM ' CN AG' BA' CB' 

PB ^ MG ^ NA ^ G'B "^ GB' ^ BA 
; A'y" ' 3'iic G'p _ , 

AG'^ BA' GB' _ 

^'^ "ïïb" ^ Te" ^ ^T "" + ' 

A'y ~ B'tt G'p _ 

"'' 1b^ >< i;g^ ^ "w — ' 

-,,, ., AP BM GN , , . 

pJair suite pr" '^' ' Vfr ^'"^' ""WV *^' * "■-''^•' 

^,,ÇQn,ole9 troi8.pQiQts.lKt,,NxP,,s,pnt fn ligne idroitp,,,,,, ., 

•'Wt«d:"-i^rit réWïU laf'méihe enieddén'rJMM. Dôdafis/'iJé ftfeûB'; Dëîfa*, 
<^ BoqvgMCa^ol, ^UiiyiQ^'£i9in^j«oi9i9;;H[ei)nqu]e,> Bi9fdaaiixr'4ii' M<rl6l{ «q 
Lycée Saint-Louis. /:/,,..(,.,. 

Violation par M. MAvtttiAtb^tS)bAé^i(«lè?ëiAuiC%i)Ég^eh«p^^ 



Oh a une circonfëfénce"^fixè 0, et un point fixe A ; parle 
point A, on fait passer ^/fif ÇiVPPPf^îVP^ variable qui coupe la 
circonférence sous un angle C07istant : démontrer que la cir- 
co^fWmk'vâ^tàm'à ^m^ ékvèî6ppe'ufiéy?c(>^fèmcè'!^^^^^^ 

^l^cbiqierit 1«) cîrtjotiféreiw* 0-&o«iôU-aitglè dott^é^'bL'Ttà*'*- 
ifopttfâpB \par Vra^tts ''-^teitt^ rêtiî^fdques ^'eîi ' ^^éïiànt^ ^ Ife 
]^ini\A\pduT »]pôley k la pîuiààâtic^^ dé Oô' p(5Ïût^J)at^tâ^6ï't 



au cercle O, pour module d'inversion. Le o^role sQra 
alors anallagmatique^ li •.., i. ;'••' 

La circonférence G passant par le p<>le aura pour trans- 
formée une perpendiculaire MN à AG, Wupant la circon- 
férence sous Tangle a. 




c«rit<ieî^aTicc'^^n''ï9^(î>n'égal'^ite 

de sur MN. ^<woA-uun<, ..-wJ 

==^Sfc oir-revi«Ht^=ffff s^Bl«mt5-^t ' iiiH47 ïfi ^ulle circonf é r e nc ep-Tse 
transformera en une ^litre ,^rcpjiférence tangente aux cir- 
conférences telles qu"e G. Far suite l'enveloppe de ces 



centre 4^ çepck^sw, ç^fi {»#«*<^l^fee^;/P^{eMmtncfet;4ft[toJtoi(jdig 
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projection du centre sur ces bissectrices; 9» le lieu dupoint B où 
la tangente variable rencontre la projetante du point sur les 
bissectrices, 

La figure, construite comme l'indique Ténoncé, est un 

^ rectangle. Il faut cher- 

5 cher le lieu des som- 

mets I, r, puis le lieu 
des points B, B' oli les 
projetantes du centre 
rencontrent la tangente 
Yariable. 

B étant le point où 
la projetante sur AI 
rencontre GÂ, menons 
de ce point une tan- 
gente à la circonférence 
0. Les angles OBG, 
OBE' sont égaux, il en 
résulte que BE' est parallèle à DD'. Il en est de même de 
B'E. Comme peur toute tangente, l'angle BOB' est droit, il 
s'ensuit que tous les points des tangentes parallèles à BD' 
sont des points de ce lieu. 

Ceci posé, et les droites EF, B'À étant coupées par des 
parallèles EB', E'B, FA, nous avons 

BB' _ E'B 

BA ~ ET 
ou bien, en désignant E'E par 2R et ET par rf, 
' BB^ _ 2R 

BA "" d • 
Mai? Iqs triangles semblables BOB' BIA donnent aussi 

BB' ___ BO '.■,..'■■ \ 




BA 
BB' 



BI 
BO 



2R 



par suite .^^ - BI " d ' 

Et comme le point B se déplace sur une parallèle à DD', 
il en résulte que le lieu du point I est une parallèle à DD'. Il 
en est de même du lieu du sommet T. 
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Cherchons les distances de ces parallèles à BE' et à B'E. 
Les triangles semblables OBE', OIG donnent 

BO B'O R 



d'oh 



BI "^ E'G "~ E'G 

2R _ R 

d ~" E'G • 

2 I 



et 

d'oh E'G = 



d E'G 

d 



2 

Les triangles OEB', OI'G' donnent aussi 

OB' OE 2R 





m 


or 


OG' 


d 


et, comme 


0E = 


R, 


R 2R 




• 






OG' ~~ d 




ou 






I 2 








OG' ~ d 




d'oli 






OG' = ^ ; 

2 




par suite 








!+H 




EG' 


= 


OG' + OE — • 










d4-2R 



2 

Ainsi, 1® le lieu des points I, ï' se compose de deux paral- 
lèles indéfinies à la droite DD', menées par les milieux àps 
distances de la droite DD' à la circonférence ; et 2® le lieu 
des points B, B', des deux tangentes parallèles à DD'. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Vermand, de Saint-^^uentin ; 
Launes, de Tarbes; Longueville, à Gbaiieville ; Tessier, à Angers; Hoc, à 
Sainte-Barbe ; Bompart, Élie, collège Stanislas ; Hugot, de Lyon ; Vazou au 
collège RoUin. 



1 
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QUESTIONS PROPOSEES 



203. — Démontrer que la surface d'un triangle en fonc- 
tion des bissectrices 1,1 extérieure et intérieure d'un angle^ 
et du rapport K des côtés formant cet angle, est donnée 

par la formule S == ( — V 

■ " .. (RebouL) 

204b — Btt pied A' d'une des hauteurs AA' d'un triangle 
ABGi on mèiie les perpendiculaires A'D^ A'E ; A'K, A'L res- 
';pectivement sur les côtés AB, AG et sur les deux autres 
hauteurs BB', CG' du triangle ABC. Démontrer : 

1^ Que les quatre points D,K,L,E sont en ligne droite ; 

2° Que en appelant S la surface du triangle ABC, la 
surface du triangle A'DE a pour expression 

S sin B sin Ci cos B cos G; 

3^ Que la hauteur AT du triangle A'DE a pour exprès^ 
sion 2R sin 3 sin G cos B cos G 

R étant le rayon du cercle circonscrit, au triangle ABG. 



» - . • *■ 



I 



20,5. — Trouver 2n -f- i i nombres entiers .consécutifs 
jtpls (lue la somme des qarréjs d^s n -{- i premiers de ^çes 
nomlui^gf soit: ég^ijç sS^jia &(>mdie des, carrés des.w noçabre^^ 
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